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SUR QUELQUES INEGALITES

CONCERNANT
LES INTEGRALES ORDINAIRES ET LES INTEGRALES AUX DIFF ERENCES FINIES.

Par V. Bouniakowsky.

La considération des moyennes arithmétiques  des fonctions d’une ou de plusieurs va-
riables qui varient par degrés insensibles conduit au Calcul Intégral de la maniére la
plus naturelle, la plus élégante et o plus satistaisante sous le rapport de la clarté. Dans
un grand nombre d’applications de IAnalyse transcendante, ce point de vue facilite
considérablement la conception des relations qui existent entre les diverses données de la
question, comme on en peut citer beaucoup d’exemples, entr’autres dans la Théorie des
Probabilités®),

Avant d’entrer en matidre je rappellerai qu’en désignant par f(x) une fonction con-
tinue pour toutes les valeurs de la variable & depuis £ = &, jusqu’a z = X , 01 aura

X frrf(m)dz
Mf(w):—“x—-, ........... SR ¢ )

—
R
X
la notation Mf(x) représentant lu moyenne arithmétique de la fonction f(x) relativement 3

7
toutes les vaoleurs de la variable continue x comprises entre les limites & =z inclusive-
ment, et x=2X exclusivement. La relation (1) conduit ensuite, de la maniére la plus
simple, & toutes les propriétés générales des intégrales tant définies qu’indéfinies,

1. Au lieu de considérer les moyennes arithmétiques comme celles dont il a été
question plus haut, et que nous appellerons pour abréger continues, on pourrait traiter
directement d’autres moyennes, comme, par exemple, les moyennes géométriques, harmo-
niques etc.; on arriverait de cette fagon & des relations qui subsistent entre celles - ci et
la moyenne arithmétique. Ainsi, on pourra exprimer, au moyen des intégrales définies,
une moyenne quelconque d’une fonction donnée qui varie d’une manidre continue. Si,

*) Voyez & ce sujet mon Traité du Caloul des Protabilités. (OcuoBamia Marewarnueckoi Teopin Bipoaruo-
creli, 1846 r.)
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) V. Bountakowsky,

par exemple, il s’agissait de déterminer la moyenne géométrique de la fonction continue
f(x), la variable x étant comprise entre les limites » ==, et x==2X, on pourrait s’y
prendre de la maniére suivante, extrémement simple. En observant que

n

———————— log a; +10g as ~+10g a3 +. ...+ log a
Iog.Va_,a.)aa. ceag, == L o2 : 2 g 2,

on conclut que le logarithme de la moyenne géoméirique est égale d la moyenne arithmétique des

logarithmes. '
Si Ion admet actuellement que les nombres e, ¢,, @,. .. .a, représentent les valeurs

successives de la fonction f(z), » variant d’une maniére continue depuis z, jusqu’a X, et

que toutes ces valeurs soient positives, la proposition qui vient d’étre énoncée pourra se
traduire par la formule

X bq
) IO v log Gf(x)= Mlogf (),

la notation Gf(x) désignant la moyenne géométriqus de f(x) pour toutes les valeurs de =

To
comprises entre z, et X. Par suite, en vertu de la formule (1), on a

x f%logf(m)dac
log.Gf(w):__i-‘-‘;;—m-ﬁ,
.’ED 0

Observons actuellement que comme la moyenne arithmétigue surpasse la moyenne géométrique,
il s’en suivra que

frlog f(x) dz

x
,/rnf(“’)dx>g X —x,

:
X—uz,

x ML
(A)fm logf (@) dz < (X — =) log \ T ).

ou bien

Dans tout ce qui suivra nous supposerons toujours que la fonction que l'on considére
est continue et positive entre les limites admises, et que X > z.

Avant de passer aux applications de I'inégalité (A), nous établirons quelques autres
formules analogues. Commengons par la considération des moyennes harmoniques. Nous
appellerons moyenne harmonique des nombres a,, a,, a,. . ..a, I'expression

[ 1 1 1\’
o e e e s e —
n\a G ag
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0T, On salt que celte moyenne est inférieure ¢ la moyenne géomélrique des nombres a,, Gy Uye .00,
en sorte que I’on a
4

n 1
(a08,....a) > ﬁ“l‘“?"
e — L e —
n ("1 G  ag “n>

On vérifie de suite cette inégalité en lui donnant Ia forme

1 1 1
a a, ay, <

n

sous laquelle on retombe sur la relation bien connue entre la moyenne arithmétique ot la
L 11 1
moyenne géométrigue des nombres—, weeeeg
2 n
Si I'on suppose que 4y, 8y, ag. .. .a, représentent les valeurs successives de la fone-

tion continue f(z) depuis z = z, jusqu’d & =X, on aura

1 1 - 1 X dx

— e — — —

a; Uy Ju' : N f(x)
n X—x

et comme de plus la valeur de la moyenne géométrique

iR
n
(aaa,....a),
dans la méme bypothése, est dgale &
F g
S logf(e) de
&
=
[ o y
on aura la formule
X_
/ log f(z) dz > (X— z,)log ””°> ....... e .. (E)
NG

Observons bien que les deux 1negahtes (A) et (B) donnent deux limites, lune supé-
riewre, autre inférieure, de I'intégrale f log f(x) d, exprimées an moyen de f f(x)dx et

X
f ;l(—z). Plus bas, nous ferons usage de ces formules, auxquelles on pourrmt aus~ﬂ donner
To
la forme suivante:

X

X fx ef(x)d.z
1]
f%f(:c)dx<(X—mo)log S/

X X—ux,
[ t(@)de > (X—a,)log < == >,
z, e, e z

en faisant f(z) = log f(z).



4 V. Bouniaxowsky,
Prenons encore la relation bien connue
@' +a’+a’s. ... +al) (0748 b ... +b%>
(@b, +ab, +ab +.... 4 a,b. ).
Si I'on suppose que les nombres a;; a,, 4. .. .a, soient les valeurs successives de la
fonction continue o(z) depuis z =g, jusqu'a z = X, et que b,y by, b,. .. .b, représentent

la suite des valeurs d’une autre fonction continue  (2) entre les mémes limites, I'inégalité
précédente se trouvera remplacée par la snivante:

©.............. f @) da. f: Yol do > ([ j@(z)!})(m) i)',

De cette formule, qui se réduit & Végalité pour ¢ (z) = ho (2), 1 étant une constante,
on pourra déduire d’autres inégalités particulieres. Ainsi, en supposant

Q(m):ﬁm)zvm,
on obtient

( X il s 2
@®)........ e ..._&jf(x)dx.f%%>gl——xo),

0u, ce qui revient au méme, .
b X
f{;(w).iu@ > 1.
‘0 0
En faisant dans (C) ¢ () = 1, on a cette autre formule
X 2 o
(1.2) PP (fz » () dm> < (X—xo)ﬁp(x)‘.dw.
0 To

11 est d’ailleurs visible que toutes les inégalités que nous venons d’établir se trans-
forment en égalités pour X =%,, et quen général les deux membres différent d’autant
moins entr’eux, que la différence X — @, des limites est plus petite par rapport & chacune
d’elles.

Les formules que nous venons de donner, ¢t beaucoup d’autres qu’on obtiendrait par

les mémes principes, peuvent donner lieu & quelques applications intéressantes. Nous al-
lons en donner quelques exemples.

2. Et d'abord des formules (A) et (B) on déduit trés facilement Ia relation qui lie la
fonction variée avec sa premiére dérivée. En effet, si Pon pose

log f(z) = F’(x),
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on aura

f, jlog f(@)ds = F(X)— F(a,)

X X X
fz f(@)do= fm & Dy = (X—az) imf @ = (X— &) eF 2o+ (X—a0)
0

0

X X ] X ,
f dz = f — F @ dr — (X__mo) M~ F(z) —_ (X_ mo) e—F' {zo+) (X—.z-o)]’

Ty 1(2) To EN

les facteurs numériques A et A étant tous deux compris entre O et 1, et correspondant
respectivement aux moyennes arithmétiques des fonctions eF'(2) et ¢— F'(@ ). Dans cette hypo-
theése les formules (A) et (B) donnent

F(X)—F(z)) < (X——.’DD)FI["L‘O—I—)\(X—.Z'O)]
FX)—F(z) > (X—a) F [z, 4+ (X—a)],

Donc, puisque la fonction F (z) est supposée continue entre les limites z, et X, il se trou-
vera nécessairement un nombre 4, compris entre A et ) tel, que l'on aura

FX)=F(z)) (X —a) F 5,4+ 0 (X—2)]...cooeeeei.. . (4)

(,ette maniére de parvenir i la relation (4) présente 'avantage de préciser, sous un
certain point de vue, la fraction ¢ qui, comme nous venons de le voir, sera toujours com-
- prise entre A et X, dont le sens est parfaitement défini *),
Pour donner une application numérique de la formule (4), soit

F (@) =logf(z) =log (") = 2 log z;

nous trouverons d’abord

X -
. X3 — g3 2log [zy-+A (X —z
[ @) de =220 (x g 2loglmrh(X—ay)
To
d’olt, pour déterminer %, on aura 1'équation

(7, + A (X —a)f = ;‘—LA:;OL”".

*} On peut observer que dans la formule (4) le nombre 6 est précisément celui qui correspond & la mayenne
arithinétique continue de la fonction F () entre les limites zo et X, c.d d. que 'on a

F'[2y-+0 (X — z)] = MF'(x).
T
Cette assertion devient évidente en faisant attention que

F(X)— F(z) f F'(z)de =(X—xy) ’!IF (@)= (X— o) F' [y +0 (X — ).
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De la méme maniére on arrivera & 1'égalité

Loz X—a, —2log [Zg=+ X' (X — )]
R

qui donne
[@, ¥ (X —=z)] = Xz,
De ces deux formules on tire de suite

X2+ X+ xy?
_5___._;50
A="-

X —x,

N = VXzy —

X —
Quant 4 la fonction F(z), on a
F(z) = flog(2*)de = 2x (log z — 1),

de sorte que I'équation (4) devient

2X(log X —1)= 2z, (log x,— 1) + 2 (X — z,} log [z, + 0 (X — =),

ou bien
X—ux, X—mz,
x 1

log X=2log @, + log [z, -+ 6 (X — =),

6 étant compris entre les deux limites X et X, trouvées ci- dessus.

Si Pon avait, par exemple, #, =1, X =10, on trouverait

v3i—1
h=—5—

=0,5647...., ¥ ="22=1 _ 0 9402.....

et
log 10 = % + 5 log (1 + 9 ).

Le nombre 6, d’aprés ce que nous venons de voir, doit satisfaire aux conditions
0 < 0,5647...., 0> 0,2402....

Or, Pinterpolation fournit
6=0,4168. ...,

nombre qui, en effet, se trouve compris entre A= 0,5647.... et X' = 0,2402....

Soit encore la fonction transcendante

F(z)= flog sinz.dx;
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on aura

X X
f sin @ dz = cos z, — cos X = X —z)Msine = (X —z,)sin(z, +AX—z)]

Lo x,
b ¢ X
dz tang § X ) 1 1
2% — oo iy | =X —g )M = (X)), - 1
'/-’;o sinz log (tang [N X Y z, 27 (X ) sin [y + )" (X —z)]

F'(x) = log sin .
Des deux premiéres équations on tire

;[ cosmy— cos X
aresin | —2— "2 _ 5

— &g

A=

X—uz,

. Xz,
aresmf ———= ..\ _ g,
Tog tang 3 X
3V — ° \tang {x,
= o1/

X— =z,

Par conséquent
F(X)=F(z,)+ (X—z,)logsin [#,+ (X —a,)],

le nombre ¢ étant compris entre les limites ) et ) qui viecnent d’stre déterminées.

3. Ltablissons actuellement quelques inégalités curieuses qui subsistent entre des
fonctions transcendantes. '
Si I'on suppose dans la formule (A) f(x) ==¢", on obtient
X+

[ I—- era 2

>e y

X—u,

X4z,
o 9
2

ou bien, en représentant par A la quantité positive

—er >0 A,
inégalité que Pon vérifie directement en développant en séries les deux exponentielles.

1
Supposons encore, dans la méme formule (A), f(=)="¢"; on obtiendra

1
X)X——- :EOI
?

'/;Xe%da: >X—a) <

Zo

X 4 .
on aura donc ainsi la limite inférieure de Ia transcendante f ¢”dz. Si, en particulier, 'on
Zg

prend =1, X=2, il viendra
2

f exidx >

1

o
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On obtiendra de la méme maniére la limite inférieure de la transcendante fx 2" dz;
: 2
en faisant f(z) = 2%, on a
X2

X : L0 ~IT%
f 2¥de > (X—ay. =———5— ¢

Z, 0

° o 20—

Pour w) =1, X:g, on trouve

: s _s
[Fatde> 1, (g)‘.e 5 =0,6665....,
1 < =

valeur qui s’écarte peu de celle qu’on obtient pour cette intégrale par les méthodes ordi-
naires, et qui est

3
flzxmdm—_—o,smﬁ.....

Passons maintenant & quelques applications de la formule (B). En posant f(z)=r,
on a

X(log X — 1)~ (logz,— 1) > (X— =) log (}XE;". >
og

=)

Supposons, comme plus haut, o, = 1, X = 2; nous aurons aprés quelques réductions trés
simples
log(log16) > 1,

ce qui en effet est exact, car log 16 =2,7725...., nombre qui surpasse la base des lo-
garithmes népériens e = 2,7182. . ... '

. A
Faisons encore f(z) = ¢~ 7, il viendra
o

X _a X\~ iz,
fme "da;>(X«—x0)< > o,

Si P'on fait, par exemple, z, = 1, X= 3, on aura

[l a2
. e ndx > 73
Venons maintenant aux applications des formules (C) et (D). Si, dans la premiére
d’entr’elles, on suppose
Pl@) =7 et Y(z)="0",
on obtient
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eTdz

“’e“’dz V(x—ﬂ? )'7(621'_6'2-1‘0)
[5r< R

]

Ainsi, pour #,= 1, X==2, I'on aura

2 —_—
[ <Y T =34551....

En faisant {(z) = log = dans la formule (D), on obtient une limite inférieure de 1a trans-

cendante f 'z, connue sous la dénomination de fonction logologarithmique on Iy yperloga-

. dz
rithmique, et qu’on déduit immédiatement de I'intégrale f ex

par son logarithme. On aura

en remplacant la variable =

f (X —z)
zy 1088 7 XlogX—alogag— (X—ap)

Alnsi, en particulier, pour zy==2, X=4, on obtient

4

4 .
dx -
-4 log= > Jlogd—3 1,8533....

Si Pon caleule cette intégrale au moyen des séries, on la trouve un peu supérieure 3 2.

La supposition de /(.:v)— - et X=1z,, dans la méme formule (D), conduit & llne-
alité

(

as

Quand X différera peu de 'unité, log sera sensiblement égal & Q(X . Posons A =1 —f—%
¢ étant trés grand; on aura i fort-peu- prés
2
log (p -+ 1) =logp.+——gp+1.
Ainsi, pour = 100, on obtient par cette formule
log (101) =log (100) + 57 = 4,61512043,

tandis que la vraie valeur de log(101) est 4,61512052.
Faisons encore f(z) =¢%; nous aurons

(eX__*ea:o) (e—xo_e— X) > (X_xo)Z,
ou hien

(eX—e

e,l’-{-xn > (X_ z )

Mémoires de I'Acad. Imp. des sciences, V1le Sétie. 2
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d’ou 'on tire I'inégalité

Xz,
e — g0 2
o > e ,

trouvée plus haut en faisant usage de la formule (A). Si I'on pose &, =loga, X=logs,

on obtient '
logbh—loga < %/%;
En faisant a =1, on a
logb << Vb — 715,
ce qui se réduit 4
logk < % (k———i—),
en faisant & =b. Pour k trés peu différent de 1, on aura, & trés-pen-pres,

logh = % <k — %)

L’inégalité
e X—:zo
ex—:oo >e "
donne aussi,; en posant &, =0, X =1,
e> 14V

Voici quelques exemples pour les fonctions circulaires,

Si T'on fait dans (D) f(z) = cos’z, &, =0, =% on obtient

:;t 2 % ax b1<d
/;cosz.dm.fo coslx>3_6’

et, en effectuant les intégrations,

9+2V3.x> 27

Posons encore, toujours dans la formule D), f@=V1—2" ¢,=0, x=-L.
trouvera

]

1 1
Vi V: dx 1\2
'/0 .dx. /O ‘_"l—a;2> (ﬁ) ]
c'est-3-~dire
™+ 27 > 16, ou bien = > — 1 +V17=3123....,

ce qui est exact, car la vraie valeur de est égale 3 3,141....
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La supposition f(x)=sinz.cos z, T, =

‘\, E]

11

fT =z

™ - LIS s (e
50 A=, conduit 3 I'inégalité
sinz.cosz.dz. [*

dz 1 2
« e (1 ")
F 3
qui, aprés les intégrations, se réduit a

V8 >n
Or, comme I'on a 973 = 90,8874

nombres sera au-dessous de 0,018.

ceeey et ' =9,8696.,.., Ia différence de ces
Nous pourrions varier ces exemples & Pinfini;
plication des deux formules (A) et (B)

bornons nous 4 donner encore une ap-
qui, simultanément, fournissent deux limites, 1’
X
supérieure, I'antre inférieure, de I'intégrale / log f (=) dee.
To
Supposons f(z) = tang z;
X

une
log tang x. dz les expressions suivautes:
Ty

on aura pour les deux limites de Ia transeend

ante
b

j log tang z. dz < (

To

log COS.’D?
X——:vo)log{—_Y cosx> }
X
/1

To
ogtangz.dz > (X —u )log | —X=%
x O D 0775 10w(sinx
0 “\sing,
Si I'on suppose, par exemple, & — = ot X=I+I=2x% ontrouvera
? ‘ bt 4 4 [3 127
Lo 1
sinz, = 7z, €0S 7, == 37,
sy V41
sin X == 2%
par conséquent

V31
=5y5s oS X=

I

4

SR

ik

“ —
log tang . dx < g[log (6 log (V'3 + 1)) —log x|

fx

[}

T'clog tang 2. dx > g[logn — 0g (610g(V3 +1) —-—logfé)].

En effectuant les calculs numériques indiqués dans ces deux expressions, on aura
deux limites assez rapprochées de Ia transcendante en question, nommément

o

T

-

&

< 0,3413...
log tang z. dz
T > 0,2706....
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~

4. Faisons voir encore comment la formule (3) peut conduire & un caractére assez
simple pour juger de la convergence d’une série. Avant tout, observons que si I’on a deux
séries infinies

(5)..................u|+1:.2+u3+....+um+.... et

(6)........ R e e e O i TS

telles, que les termes v, v, vy .« de la seconde soient compris entre ceux de la pre-
micre, ¢. & d. que I'on ait '

u‘>v1>u2>v2>u3>v3>....,

les séries (5) et (6) seront, visiblement, en méme temps, oun toutes deux convergentes, ou
toutes deux divergentes.
Prenons pour la série (6) la série bien connue

1 1 1 1
(’:)"""""'""'1+2_P+§E+E+""+ﬁ+""

convergente pour p > 1, et divergente pour ¢ < 1, et formons la série (5) de maniére a
ce que ses termes consécutifs soient les moyennes géoméiriques continues que l'on obtient

pour chaque couple

1 1 1 1 1
550 75t 3gr 35 €t ppree -

1 et p9 2p ,p’ £

(343
<2
[

des termes de la séric (7). En vertu de la formule (3) on aura, pour déterminer le terme

général u,, I'équation suivante
X
‘/¢~_1 log #,.dx 1
IR Y . ¢ ;5’
d’olt on tirera
Z ~—1

x x
—plogx:_c_llogum.dwzj;,logum.d:v—f; logu,.dx,

a ¢tant un nombre entier quelconque. En différentiant, Pon trouve

| — 2
— 5 = logu, —log w, ,=log P
et enfin
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Le produit de toutes ces équations donne

—q . @
U, ==u,.e ),.(8)
¢ (%) représentant, pour abréger, la somme

! 1+1+
§-+§- 1 LR o

8|

=m(x)..(9)

Remarquons, en passant, que la formule (8) conduit & V'inégalité bien connue

1 1 1 1
IOg.’B>F+-§+Z+....+;.

En effet, supposons u,=1; la série des moyennes géométriques (5), en vertu de la
formule (8), deviendra

1 1 1
l—i-m-f—m—l—....-i—m)—?ﬂ—.........-........(10)

et l'on aura
1 1
P > zP’
dot  ~
logz > ¢ (x),
comme nous venons de le dire. Rappelons & cette oceasion que, pour de trés grandes va-
leurs de =, on a
11 1 y ~
L+ s+. o= =logx+0,577215... o
& 2 x
ou hien ‘ \
logz =¢(x) -+ 0,422785....
Revenons maintenant a la regle sur la convergence des séries que nous nous sommes
proposé d’établir. La série (10) est convergente pour toute valeur de p supérieure i 1, et
divergente pour p Z 1. Soit une nouvelle série

V1+V2+V3+....+I/;:_1+Vm+..................(ll)

'

On sait que si, pour des valeurs croissantes de x, le rapport -—Z- reste constamment au-
1

v,
Vo
dessous du rapport analogue “"’T——‘ d’une série convergente

T

'u1+u2+ua+. . .+ux_1+um-+-. ey

Ve
Vo —1

la série (11) sera également convergente. Comparons denc le rapport au rapport

S 1 .
P FE—1P — (@ — 4@’

pour que la série (11) soit convergente, il faudra que Pon ait

Ve 1
Vo < P @=9@=1"



14 V.BounNiakowsky,
¢ étant supérieur & 1. Or, d'aprés la formule (9), on a

1
?@)—¢le—1)=1,
et par conséquent

& < o
d’olt 7
¢ << xlorr( z“‘),
ou bhien, en définitive,

AZ). .o, ...Lim.[xlog(&‘_;_f)]>1.

Telle est la condition pour que la série (11) soit convergente; elle sera, au contraire,
divergente, si 'on a

(13)....................L@'m.[mlog("zT:>]<1;

le cas de

(ll)....................Lim.[wlog(%—lﬂ:l

est douteux, ¢t I'on devra alors avoir recours & d’autres régles pour décider de la con-
vergence ou de la divergence de la série en question.

Si I'on applique la régle qui vient d’étre trouvée aux deux séries

Ll E_,_l,,sﬁ_,_ 1.8.5....00—1)
I YR W o S I W RS

lael 1, 181 1851 LA el 1
3°3 1 toger e 34.6....05 "%l vt

on trouvera pour la premiére

et
Lim. [wloa( —l>:} =§> 1,

d’olt on conclura que la premiére est divergente, et la seconde convergente.

et pour la seconde

La regle de MM. Duhamel et Raabe, appliquée 4 ces mémes séries, et donné
précisément les mémes résultats. En effet, il est facile de voir que le caractére de con-

vergence, exprimé par la condition (12), et celui de M. Duhamel, quand J"‘ converge

vers la limite 1, ne différent entr’eux que par la forme. Pour cela il n’ Yy a qu’a établir

Végalité ‘
Vo Yy
zlog (-%—,;—‘) . (-_@}.;l__ ])
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pour r=oo et dans I'hypothése de Lin. (~:‘>= 1. Si I'on suppose ‘zy‘“ k, et

T

qu’on se débarrasse dans Péquation précédente du facteur commun , il suffira de démon-
trer que ’on a & la limite

logh=k—1.
Or, en écrivant cette équation sous la forme
k
=%,

e
et en développant Pexponentielle, on a

k2 k3
ek —= k—_—1+k+7)—+3—3-+..- .

On voit de suite que cette inégalité est satisfaite & la limite, c. & d. pour k=1.

Si 'on opérait sur la série (10) comme nous venons de le faire par rapport & la sé-
rie (7), on obtiendrait un nouveau caractére pour juger de la convergence. Mais la nou-
velle formule se présenterait sous une forme plus compliquée que la précédente, et con-
tiendrait une intégrale définie.

Il sera trés facile en suivant la marche qui vient d’étre indiquée, et en employant les
diftérentes formules établies dans cet ar ticle, de déduire d’autres régles, plus ou moins
commodes, pour juger de la convergence d’une série.

On pourrait aussi, dans le méme but, employer des moyennes discontinues. Ainsi, par
exemple, si pour la série

1 1 1
1 55 36 Zﬁ-.-..-..

(=3

.
-

&%

on forme les moyennes géométriques discontinues

1 2 1 1
» —‘P‘ Ta?
2.9 (3.4

(&)

cette nouvelle série sera convergente et divergente en méme temps que la premiére, c’est-&-
dire suivant que I'exposant ¢ sera plus grand que 1, ou, au contraire, inférieur ou égal 4 1. |

- Toutes les formules (4), (B), (C), (D) et (&), relatives aux intégrales définies or-
dm,ureb, subsistent aussi pour les mtefrmles aux différences finies, en supposant ¢galement
que les fonctions sous les signes d’intégration restent positives et finies pour toutes les

valeurs attribuées & la variable. Supposons que cette variable regoive successivement les
z valeurs équidifférentes

Zyy Ty+=1, 2 +2,. .. e —1=2X%,
en admettant que x, ne soit pas inférieur & 1; faisons

§f(w)=f(mo)+f(x-o+1)+f(£0+2)+. cee (X)L (A5)
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le nombre des termes du second membre étant visiblement égal & z. Les formules (A),
(B), (C) etc. du n° 1 se trouveront remplacées par

x S
A)eeii ,Slog[(x)<.7:log<“°m >
' 3 YRR Slocr [(z)>wlov< : >
S)‘ (=}
() YRR Sle())- é[q,(x)ﬂ] > (5[9(@ $(@)])
1 1 3 Y f() S ]>
(E’) .................... <§'® > <.'1)S[O(:L s

Si, en particulier, on avait « =1, et par conséquent X ==, la série (15) devien-
drait

gf(x)——:f(l)+f(2)—+—f(3)+. .o f(2),

et il 'y aurait qu'a changer dans les formules (A, (B'), (C) ete. z, et X respectivement
en 1 et ‘
6. Sans nous étendre sur les applications des inégalités (A"), (B), (C') ete., nous nous

contenterons d’en donner deux exemples trés simples. Prenons la formule (C') et suppo-
sons

¢ (.'L‘) = az, q) (z)= bx’

a et b étant des nombres positifs quelconques. En prenant pour les limites des intégrales
z, =1 et X =, nous aurons

0
x 0z
Sl = S =23
QT ()] e @ (42 e P 2E=T)
S§W@)]=8§07)=—p=
To

Sle@d)= .57 =21E=1,
1

Y ab—1
Donc
a(@®—1) BB —1) . a2b2{(ab)T—1]2
bi @1 B (@—1F *
ou bien
(16) (@®T —1) (42T —1) [(ab)®—1}

{a*—1) (b2 —1) (ab—1)2 °
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51 I'on particularise cette formule en faisant 6 — 1, on trouve

BT —
: (ﬁ)b =1 =%
et par conséquent
1 -~ 1)2 ~
"W TT (a—x )

Observons que quand a est plus grand que 1, on pourra multiplier cette inégalité
par le facteur positif
a*—1

{a®— 1
et 'on aura
a1

a1
T~l>a——7"""" ................ (‘7)
Daus le cas de @ < 1, nous obtiendrons I'inégalité
1+a®  l-4a

Z. 143 > T—g" " et vyt e e (ls)

Proposons nous encore de trouver la limite supérieure et la limite inférienre de la
transcendante
I
8 [log 2] =logx, + log (z, -+ D+log(@, +2)+. ...+ log(z, +2—1)
Zy

au moyen des deux formules (A) et (B). A cet effet supposons f(z) ==z (z + 1) pour que

les deux intégrations S f(x) et S 7wy Duissent s’effectuer. On aura

Lo

Slogf(m) = Slog[x (x4 1) =log [z, (z,+ 1)] -+ log[(z,~+ 1) (z,—+ 2)]

Ty

~+ log[(z)+ 2) (z,+ 3)] 4-. . . «+log[X(X+-1))
= logx, —|~10fr(z + ) +log{m +2) +... .4 logX
)g(w —+ 1)—+—lov(x -+ ) 4., +log X + log (X + 1)

b loga —+ LS logz — log z -+ log (X + 1).
T Zo

De 1a on conclura
X . et X1
Slogf(x)=2 8'log z -+ log <T>
To Ty ¢

Si Fon observe maintenant que

x x , .
S/('T) — S[W (x—i— l)] — X(X+1)(¥+-2) -—3(::0—1) xo(a:[,—f—l)'

X

S 1 — X To—1
{(=) zl@x+1) " X4 [ zy

xémoires de ['Acad. fmp. des sciences, Vlle Série. ) 3
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les formules (A") et (B) conduiront aux négalités suivantes pour la détermination des li-

A
mites de §logz:

To

X . -y G .
2 §'logx +log (“;l) < xlog Lf‘_(:"fl)(““”-) 3:‘0 1)%(%““”]
mO \ 1] —

Pl Y1 e
2S10gz+log( - >>xlog[ X TO:E],
0

g Yl g

d'oit I'on obtient de suite

xr — ( - )
a9)..... Slogz < %xlogLX(X+l)(X+2)f (mo——l)zo(zo—&-l)_f_%log (x+1>

Sz

To
Tp
X T
1 _ 1 X-+1
(z0)..... Slogaz>§mlog X 51 —--2-log< = )
To X+1 kX

Appliquons ces deux formules & la recherche des limites de la somme des loga-
rithmes népériens

120

Slogw:Iog(_lOl)+log(102)—1—10g(103) ... .=+1log(120).

101

Il faudra supposer
2, =101, X=120, 2= 20.
Les inégalités (19) et (20) donneront
o . 1 191 .
Slogz < 1010g(12354) — L 1og <m> = 94,1270168. ...
& 1, /121 o
Slogz>10log(121.101)— L1og (m) = 94,0187757. ...
Ces deux limites, comme on le voit, sont assez rapprochées entr’elles. Un calcul

direct, effectué an moyen des tables deg logarithmes népériens, donne pour la valeur de
120

la transcendante §'log = le nombre 94,0730124.... La moyenne arithmétique des deux
101

limites, égale & 94,0728. ..., se rapproche beaucoup, comme on le voit, de la vraie va-
leur de cette intégrale.
Les différents résultats que nous venons de déduire des formules, établies dans cet

article, font présumer qu’elles pourront donner lieu encore 3 quelques autres applications
intéressantes.




