Quantentheorie des einatomigen idealen Gases.

Von A. EINSTEIN.

Einc von willkiirlichen Ansitzen freie Quantentheorie des einatomigen idealen
Gases existiert bis heute noch nicht. Diese Liicke soll im folgenden ausge-
filllt werden auf Grund einer neuen, von Hrn. D. Bose erdachten Betrachtungs-
weise, auf welche dieser Autor eine hochst beachtenswerte Ableitung der
Pranckschen Strahlungsformel gegriindet hat'.

Der im folgenden im AnschluB an Bose einzuschlagende Weg laBt sich
so charakterisieren. Der Phasenraum eines Elementargebildes (hier eines ein-
atomigen Molekiils) in bezug auf ein gegebenes (dreidimensionales) Volumen
wird in »Zellen« von der Ausdehnung A3 eingeteilt. Sind viele Elementar-
gebilde vorhanden, so ist deren fiir die Thermodynamik in Betracht kom-
mende (mikroskopische) Verteilung durch die Art und Weise charakterisiert,
wie die Elementargebilde iiber diese Zellen verteilt sind. Die »Wahrschein-
lichkeit« eines makroskopisch definierten Zustandes (im Pranckschen Sinne)
ist gleich der Anzahl der verschiedenen mikroskopischen Zustinde, durch
welche der makroskopische Zustand realisiert gedacht werden kann. Die En-
tropie des makroskopischen Zustandes und damit das statistische und ther-
modynamische Verhalten des Systems wird dann durch den Bourzmaxnschen
Satz bestimmt.

§ 1. Die Zellen.

Das Phasenvolum, welches zu einem gewissen Bereich der Koordinaten
x,y, 2 und zugehérigen Momente p,, p,, p. eines einatomigen Molekiils ge-
hort, wird durch das Integral

® = [ dzdydzdp,dp,dp, (1)

ausgedriickt. Ist V das dem Molekiil zur Verfigung stehende Volumen, so

ist das Phasenvolumen aller Zustinde, deren Energie £ = —2% (p: +p, +p:)
kleiner ist als ein bestimmter Wert E, gegeben durch
4 el
® _—._1"-—3—11'(2mE)2 : (ra)

1 Erscheint nichstens in der »Zeitschr. fiir Physik«
Sitzungsber. phys.-math. KI. 1924. 1
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Die Zahl As der Zellen, welche zu einem bestimmten Elementargebiet AE
der Energie gehort, ist folglich

Vv 3t
As=2wﬁ(2m)’E=AE. (2)

AE
Bei beliebig klein gegebenen - kann man V stets so groB wihlen, daB As

eine sehr groBe Zahl ist.

§ 2. Zustands-Wahrscheinlichkeit und Entropie.

Wir definieren nun den makroskopischen Zustand des Gases.

Es seien nun im Volumen V7 Molekille von der Masse m vorhanden.
An derselben mogen Energiewerte zwischen £ und E+ AL besitzen. Die-
selben verteilen sich unter die As Zellen. Unter den As Zellen sollen ent-

halten p.As kein Molekiil,

p.As 1 Molekiil,
p,As 2 Molekiile
usw. _
Die zur sten Zelle gehdrigen Wahrscheinlichkeiten p, sind dann offenbar Funk-
tionen der Zellenzahl s und des ganzzahligen Index 7, und sie sollen daher
im folgenden ausfihrlicher mit p; bezeichnet werden. Es ist offenbar fiir

alle s ,
Spn=1. (3)

Bei gegebenen p und gegebenem An ist die Anzahl der mdglichen Vertei-
lungen der An Molekiille iiber das betrachtete Energiegebiet gleich
As!

r=o H

[1(pag)!

r=o

was nach dem Stieruineschen Satze und der Gleichung (3) durch

I
ersetzt werden kann, wofiir man auch das iber alle 7 und s laufende Produkt

I
W (4)
setzen kann. Erstreckt man die Produktbildung iiber alle Werte von s von
1 bis 0o, so stellt (4) offenbar die Gesamtzahl der Komplexionen bzw. die
Wahrscheinlichkeit im Pranxckschen Sinne eines durch die p; definierten (ma-
kroskopischen) Zustandes des Gases dar. Fiir die Entropie S dieses Zustandes
liefert der Borrzmannsche Satz den Ausdruck

S=—xlg> @ lgp. (5)
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§ 3. Thermodynamisches Gleichgewicht.
Beim thermodynamischen Gleichgewicht ist § ein Maximum, wobei auler
(3) den Nebenbedingungen zu geniigen ist, daB die Gesamtzahl n der Atome

sowie deren Gesamtenergie £ gegebene Werte besitzen. Diese Bedingungen
driicken sich offenbar in den beiden Gleichungen aus’

n=">1>rp, (6)
E:EE‘rpi, (7)

wobei E° die Energie eines Molekiils bedeutet, welches zur sten Phasenzelle
gehdrt. Aus (1a) folgert man leicht, daB

2

B = cs®
¢ = (2m)" ‘A (—;irV)_;

Durch Ausfithrung der Variation nach den p; als Variabeln findet man, daB
bei passender Wahl der Konstanten 8°, A und B

(8)

pr=Fe
= A4+ B } 9)
sein muBl. GemiB (3) muB hierbei sein
W= 1—e" (10)

Hieraus ergibt sich zuniichst fiir die mittlere Zahl der Molekiile pro Zelle

" 5 —afr § d —af s a !
= Srp =S = (S )=—ﬁd5(l_e_ax)=g‘,,‘_l. (i1

Die Gleichungen (6) und (7) nehmen also die Form an

I
n= 2 e (6a)
E=c¢3 0
—cz eu‘—-:—l—, (73')
welche Gleichungen zusammen mit
« = A+ Bs®

die Konstanten A und B bestimmen. Damit ist das Gesetz der makroskopi-
schen Zustandsverteilung fiir das thermodynamische Gleichgewicht vollstdndig
bestimmt.

! n*=3rp! ist nimlich die im Mittel auf die ste Zelle entfallende Zahl von Molekiilen.

)
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Durch Einsetzen der Ergebnisse dieses Paragraphen in (5) ergibt sich
fir die Gleichgewichtsentropie der Ausdruck

S=—x{%[lg(l—e““")}—An——f—E}. (12)

Wir haben nun die Temperatur des Systems zu berechnen. Zu dem Zweck
wenden wir die Definitionsgleichung der Entropie auf eine unendlich kleine
isopyknische Erwirmung an und erhalten

dﬁj: .’[vdS=—K1Y{2 da ;‘;—ndA——E—dB—Bd(—?)},

I =€ c

was mit Riicksicht auf (9)., (6) und (7) ergibt
iD= xTBd(_f.) =1 2aE
oder

I B
Y (13)

Damit ist auch die Temperatur indirekt durch die Energie und die iibrigen
gegebenen GroBen ausgedriickt. Awus (12) und (13) folgt noch, daB die freie
Energie F des Systems gegeben ist durch

F=E—TS:xT{ng(x—e““")——An}. (14)

Fir den Druck p des Gases ergibt sich hieraus

JF TE JdB _dlge 2 E .
= ——— = — %l — e = — = — .
P 3V : 2V 3V 3V (15)
Es ergibt sich also das merkwiirdige Resultat, daB die Beziehung zwischen
der kinetischen Energie und dem Druck genau gleich herauskommt wie in
der klassischen Theorie, wo sie aus dem Virialsatz abgeleitet wird.

§ 4. Die klassische Theorie als Grenzfall.

Vernachlidssigt man die Einheit gegeniiber ¢“°, so erhilt man die Er-
gebnisse der klassischen Theorie; aus dem folgenden wird sich bald ergeben,
unter was fiir Bedingungen diese Vernachlissigung berechtigt ist. Gemif
(11), (9), (13) ist dann die mittlere Zahl »* der Molekiile pro Zelle gegeben
durch

W= =c¢"4e7 T . (113)

Die Zahl der Molekiile, deren Energie in dem Klementarbereich d £’ liegt,
ist also gemiB (8) gegeben durch

%c—%e—ie-%ETdE, (11b)



Ernstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases

im Einklang mit der klassischen Theorie. Gleichung (6) liefert demnach bei
Anwendung derselben Vernachldssigung

\4 3
A =nh—(2mxT)" . (16)

Fiir Wasserstoffgas von Atmosphirendruck ist diese GroBe etwa gleich 6. 10%,
also sehr groB gegen 1. Hier liefert also die klassische Theorie noch eine
recht gute Niherung. Der Fehler nimmt aber mit wachsender Dichte und
mit sinkender Temperatur erheblich zu und ist fiir Helium in der Gegend
des kritischen Zustandes recht betrichtlich; allerdings kann dann von einem
idealen Gase durchaus nicht mehr die Rede sein.

Wir berechnen nun aus (12) die Entropie fiir unseren Grenzfall. Indem

man in (12) Ig (1—e™*°) durch —e~*" und dies durch — ,,MI . ersetzt, erhilt

man unter Beriicksichtigung von (6a)

S= leg[ 4 (27rmxT)%], (17)

St
© W
wobei v die Anzahl der Mole, R die Konstante der Zustandsgleichung der
idealen Gase bedeutet. Dies Ergebnis i{iber den Absolutwert der Entropie
steht im Einklang mit wohlbekannten Ergebnissen der Quantenstatistik.
Nach der hier gegebenen Theorie ist das Nernstsche Theorem fiir ideale
Gase erfiillt. Zwar lassen sich unsere Formeln auf extrem tiefe Tempera-
turen nicht unmittelbar anwenden, weil wir bei ihrer Ableitung vorausgesetzt
haben, daB die p; sich nur relativ unendlich wenig #ndern, wenn s ¢ich um
1 dndert. Indessen erkennt man unmittelbar, daB die Entropie beim abso-
luten Nullpunkt verschwinden muB. Denn dann befinden sich alle Molekiile
in der ersten Zelle; fir diesen Zustand gibt es aber nur eine einzige Ver-
teilung der Molekiile im Sinne unserer Zihlung. Ilieraus folgt unmittelbar
die Richtigkeit der Behauptung.

§ 5. Die Abweichung von der Gasgleichung der klassischen Theorie.

Unsere Ergebnisse beziiglich der Zustandsgleichung sind in folgenden
Gleichungen, enthalten:

n = . (18)  (vgl (6a)
e — 1
— 3 3_
E = ~;pV — (32 = . (1 9) (vgl. (7a) und (15))
i -3
af = A+ Ll (20)  (vgl-(9) und (13)
— <T gl-

c= — (irrV) ?. (21) (vgl. 8)
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Diese Ergebnisse wollen wir nun umformen und diskutieren. Aus den Uber-
legungen des § 4 geht hervor, daB die GréBe ¢~“4, welche wir mit A be-
zeichnen wollen, kleiner als 1 ist. Sie ist ein MaB fiir die » Entartung« des
Gases. Wir kénnen nun (18) und (19) in Form von Doppelsummen so schreiben

¢s3
nzz}\'e‘”;T (18a)
8T
—_— i DC>3_1
E=0233A’e“7, (19a)

wobei iiber 7 fiir alle ¢ von 1 bis co zu summieren ist.

Wir kénnen die Summation iiber s ausfithren, indem wir sie durch eine
Integration von o bis co ersetzen. Dies ist gestattet wegen der langsamen
Verinderlichkeit der Exponentialfunktion mit c. Wir erhalten so:

3Vr (xT\* B

5
= 9Vn= xT\? 5
o Z (T) Z'r“??\’. (19b)
(18b) bestimmt den Entartungsparameter A als Funktion von V, T und n,
(19b) hieraus die Energie und damit auch den Druck des Gases.

Die allgemeine Diskussion dieser Gleichungen kann so geschehen, daB
man die Funktion aufsucht, welche die Summe in (19b) durch die Summe
in (18b) ausdriickt. Allgemein erhilt man durch Division

E
~—=ixT;—_‘3—°. (22)

Die mittlere Energie des Gasmolekiils bei der Temperatur (sowie der Druck)
ist also stets geringer als der klassische Wert, und zwar ist der die Reduktion
ausdriickende Faktor desto kleiner, je gréBer der Entartungsparameter A ist.

2

Dieser selbst ist gem#B (18b) und (21) eine bestimmte Funktion von (_‘.f_)amT ‘
n

Ist 2 so klein, daB A* gegen 1 vernachlissigt werden darf, so erhilt man

%=%xT[1—o.oySlﬁ%(zwmxT)"%]. (22a)
Wir iberlegen nun noch, in welcher Weise die MaxweLLsche Zustands-
verteilung durch die Quanten beeinfluBt wird. Entwickelt man (11) unter

Beriicksichtigung von (20) nach Potenzen von 2, so erhilt man

Es Es
n' = konst e~ %7 1+)\6_TT+---). (23)
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Die Klammer driickt den Quanteneinflu auf das Maxwerrsche Verteilungs-
gesetz aus. Man sieht, daB die langsamen Molekiile gegeniiber den raschen
hiufiger sind, als es gem&B MaxwerrLs Gesetz der Fall wire.

Zum SchluB méchte ich auf ein Paradoxon aufmerksam machen, dessen
Auflésung mir nicht gelingen will. Es hat keine Schwierigkeit, nach der
hier angegebenen Methode auch den Fall der Mischung zweier verschiedener
Gase zu behandeln. In diesem Falle hat jede Molekiilsorte ihre besonderen
»Zellen«. Daraus ergibt sich dann die Additivitit der Entropien der Kompo-
nenten des Gemisches. Jede Komponente verhilt sich also beziiglich Molekiil-
energie, Druck und statistischer Verteilung, wie wenn sie allein vorhanden
wire. Ein Gemisch von den Molekiilzahlen n,, n,, dessen Molekiile erster
und zweiter Art sich beliebig wenig (im besonderen beziglich der Molekiil-
masse m, , m,) voneinander unterscheiden, liefert also bei gegebener Tempe-
ratur einen anderen Druck und eine andere Zustandsverteilung als ein einheit-
liches Gas von der Molekiilzahl %, +n, von praktisch derselben Molekiilmasse
und demselben Volumen. Dies erscheint aber so gut wie unmaoglich.
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Quantentheorie des einatomigen idealen Gases.
Zweite Abhandlung.

Von A. EinsTEIN.

]n einer neulich in diesen Berichten (XXII 1924, 8. 261) erschicnenen Ab-
handlung wurde unter Anwendung einer von Hrn. D. Bosrk zur Ableitung der
Prancksehien Strahlungsformel erdachten Méthode eine Theorie der »Entartung «
idealer Gase angegeben. Das Interesse dieser Theorie liegt darin, daB sie auf
die Hypothese einer weitgehenden formalen Verwandtsehaft zwischen Strah-
lung und Gas gegrimdet ist. Nach dieser Theorie weicht das entartete Gas
von dem Gas der mechanischen Statistik in analoger Weise ab wie die Strah-
lung gemiiB dem Prancxschen Gesetze von der Strahlung gemiB dem Wies-
schen Gesctze. Wenn die Bosesche Ableitung der Praxcxschen Strahlungs-
formel ernst genommen wird, so wird man aueh an dieser Theorie des idcalen
Gases nicht vorbeigelien diirfen; denn wenn es gerechtfertigt ist, die Strah-
lung als Quantengas aufzufassen, so muB die Analogie zwischen Quantengas
und Molekiilgas eine vollstindige sein. Im folgenden sollen die friitheren Uber-
legungen durch cinige neue ergiinzt werden, die mir das Interesse an dem
Gegenstande zu steigern scheinen. Der Bequemlichkeit halber sehreibe ich das
Folgende (ormal als Fortsetzung der zitierten Abhandlung.

§ 6. Das gesiittigtc ideale Gas.

Bei der Theorie des idealen (Fases scheint es eine selbstverstindliche
Forderung, daB Volumen und Temperatur einer Gasmenge willkiirlich gegeben
werden konnen. Die Theorie bestimmt dann die Energie bzw. den Druck
des Gases. Das Studium der in den Gleichungen (18), (19), (20), (21)
enthaltenen Zustandsgleichung zeigt aber. daB bei gegebener Molekiilzahl »
und gegebener Temperatur T' das Volumen nicht beliebig klein gemacht werden
kann. Gleichung (18) verlangt niimlich, daB fiir alle s 2= o0 sei, was gemil
(20) bedentet, daB A= o sein muB. Dies bedeutet, dall in der in diesem Falle
giiltigen Gleichung (18b) » (= ¢™4) zwischen o und 1 liegen muB. Aus (18b)
folgt demnach, daB die Zalll der Molekiile in einem solchen Gas bei gege-
benem Volumen V nicht groBer sein kann als

.i

-n=(2 m:l) ‘;7 2. (24)

Sitzungsber. phys-wath. K. 1925, i)
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; L s ¥ n .
Was geschieht nun aber. wenn ich bei dieser Temperatur 7 (z. B. durch iso-

thermische Kompression) die Dichte der Substanz noeh mechr wachsen lasse?

Ieh behaupte, dal in diesem Falle eine mit der Gesamtdichte stets wach-
sende Zahl von Molekiilen in den 1. Quantenzustand (Zustand ohne kinetisehe
Energie) fibergelit, wihrend die iibrigen Molekiile sich gemil dem Parameter-
wert A = 1 verteilen. Die Behauptung geht also dahin, daB etwas Ahnliches
eintritt wie beim isothermen Komprimieren eines Dampfes iiber das Sittigungs-
volumen. Es tritt eine Scheidung ein; ein Teil »kondensiert«, der Rest
bleibt ein »gesiittigtes ideales Gas« (A =o0 » =1).

Daf die beiden Teile in der Tat ein thermodynamisches Gleichgewicht
bilden, sieht man ein, indem man zeigt, dal die »kondensierte« Substanz und
E 3 P‘V

i
haben. Fiir die »kondensierte« Substanz verschwindet ¢, weil 5, £ und V7
einzeln verschwinden'. Fiir das »gesiittigte Gas« hiat man nach (12) und (13)
fiir A = o zuniichst

das gesittigte ideale Gas pro Mol dieselbe Prancksehe Funktion ¢ = 8 —

'
e
Die Summe kann man als Integral schreiben und durch partielle Integration
mnformen. Man erhilt so zuniichst

S=—x3 lg(1—e")+ (25)

o

> t‘hj— T
e } 2
S = S ! ¥ = CS - ds
il B el
I_E._ « T
oder gemiB (8) und (11) und (15)
o 2 n'o_ wa 2 __p¥ _
;_—_—_1 {ﬂ,ﬁ f.{-.s._..—-t--;T — T {26)

i

Aus (23) und (26) folgt also fiir das »geshttigte ideale Gase
E‘_—_":_}?.i"
T
oder — wie es fiir die Koexistenz des gesittigten idealen Gases mit der kon-
densierten Substanz erforderlich ist —
2=o. (27)

.S:

Wir gewinnen also den Satz:
Nach der entwickelten Zustandsgleichung des idealen Gases gibt es bei
jeder Temperatur eine maximale Dichte in Agitation befindlicher Molekiile.

t Der wkondensiertes Teil der Substanz beansprucht kein besonderes Volumen, da er
z2um Dhuek niehts beitrigt.

paper_1925 02
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Bei Ubersehireitung dieser Dichte fallen die fiberzihlizen Molekiile als unbe-
wegt aus (»kondensieren« ohme Anzichungskriifie). Das Merkwiirdige liegt
darin, daB das »gesittigte ideale Gase sowohl den Zustand maximaler mog-
licher Dichte bewegter Gasmolekiile als auch diejenige Dichte reprisentiert,
bei welcher das Gas mit dem »Kondensat« im thermodynamischen Gleich-
gewicht ist. Kin Analogon zum »ibersiittigten Dampf« existiert also beim
idealen Gas nicht.

§ 7. Vergleich der entwickelten Gastheorie mit derjenigen, welehe aus der
Hypothese von der gegenseitigen siatistischen Unabhiingigkeit der Gas-
molekiile folgt.

Von Hrn. Enrexrest und anderen Kollegen ist an Bosgs Theorie der
Strahlung und an meiner analogen der idealen Gase geriigt worden, dal} in
diesen Theorien die Quanten bzw. Molekiile nicht als voneinander statistisch
unabliingige Gebilde bebandelt werden, ohne daB in unseren Abhandlungen
auf diesen Umstand besonders hingewiesen worden sci. Dies ist vollig rich-
tig. Wenn man die Quanten als voneinander statistisch unabhingig in ihrer
Lokalisierung behandelt, gelangt man zum Wiexschen Strahlungsgesetz; wenn
man die (raqmolehule analog behandelt, gelangt man zur klassischen Zustands-
gleichung der idealen Gase, auch wenn man im iibrigen genau so vorgelt,
wie Bose und ich es getan haben. Ich will die beiden Betrachtungen fiir
Gase cinander hier gegeniiberstellen, um den Untersehied reeht deutlich zu
machen, und um unsere Resultate mit denen der Theorie von unabhiingigen
Molekiilen bequem vergleichen zu kdnnen,

GemiB beiden Theorien ist die Zahl z, der »Zellen«, welche zu dem
infinitesimalen Gebiei A E der Molekiilenergie (im folgenden » Elementargebiet «
genannt) gehoren, gegeben durch
v o
g =uw (zm}:_E"A.E. (2a)

=
Der Zustand des Gases sei (makroskopisch) dadurch definiert, daB angegeben
wird, wie viele Molekiile #, in einem jeden solchen infinitesimalen Bereich
liegen. Man soll die Zahl W der Realisierungsmoglichkeiten (Praxcksche
Wahrscheinlichkeit) des so definierten Zustandes bercchnen,

a) nach Bosk:

Ein Zustand ist mikroskopisch dadurch definiert, dal angegeben wird,
wie viele Molekiile in jeder Zelle sitzen (Komplexion). Die Zall der Kom-
plexionen fiir das v-te infinitesimale Gebiet ist dann

n,+z—1)!

w1z, — 1)! (=85

Dureh Produkthildung iber alle infinitesimalen Gebiete erhilt man die Ge-
samtzahl der Komplexionen eines Zustandes und daraus nach dem Bourz-
mannschen Satze die Entropie

¥ = z;{m,ws g (0, +2)—n1gn—z2 g5} (202)

(1%)

—
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DaB bei dieser Rechmungsweise die Verteilung der Molekiile unter die Zellen
nicht als eine statistiseh unabliingige behandelt ist, ist leicht einzusehen. Es
hiingt dies damit zusammen, daB die Fille, welehe hier » Komplexionen« heiflen,
nach der Hypothese der unablfingigen Verteilung der einzelnen Molekiile unter
die Zellen, nicht als Fille gleicher Walirscheinlichkeit anzusehen wiren., Die
Abziihlung dieser »Komplexionen« verschiedener Wahrscheinlichkeit wiirde
dann bei tdtq:u,hllcher statistischer Unabhiingigkeit der Molekile die Entropie
nicht richtig ergeben. Die Formel driickt also indirekt ecine gewisse Hypo-
these iiber eine gegenseitige Beeinflussung der Molekiile von vorliufig ganz
riitselhafter Art aus, welche eben die gleiche statistische Wahrscheinlichkeit
der hier als »Komplexionen« definierten -Fille bedingt.

b) nach der ITypothese der statistischen Unablhingigkeit der Molckiile:

Ein Zustand ist mikroskopisch dadureh definiert, daB von jedem Molekiil
angegeben wird, in welcher Zelle es sitzt (Komplexion). Wie viele Kom-
plexionen gehdren zu einem makroskopisch definierfen Zustand? Ieh kann
7, bestimmte Bolekiile auf

="y
“y

verschiedene Weisen auf die z, Zellen des v-ten Elementargebietes verteilen. [st
die Zuteilung der Molekiile anf die Elementargebicte schon in bestimmter
Weise vorgenommen, so gibt es also im ganzen

[1@™)
verschiedene Verteilungen der Molekiile iiber alle Zellen. Um die Zahl der
Komplexionen im definierten Sinne zu erhalten, muB nun dieser Betrag noch
multipliziert. werden mit der Anzahl
7!
[ %
der moglichen Znordnungen aller Molekiile an die Elementargebiete bei ge-

gebenen n_. Das Bovrrzmaxxsche Prinzip ergibt dann fiir die Entropie den
Ausdruck

Sz z{-u lg n+}; (n, g z,—n,lg n,,)}. {29h)

Das erste Glied dieses Ausdruckes hingt nicht von der Wahl der makroskopi-
schen Verteilung ab, sondern nur von der Gesamtzahl der Molekiile. Bei
der Vergleichung der Entropien verschiedencr makroskopischer Zustinde des-
selben Gases spiclt dies Glied die Rolle einer belanglosen Konstante, welche
wir weglassen konnen. Wir miissen sic weglassen, wenn wir wie es in
der Thermodynamik iblich ist — erreichen wollen, daf die Entropie bei ge-
gebenem innerem Zustand des Gases der Anzahl der Molekiile proportional
sei.  Wir haben also

8=z E n, (lg 2, —lg n) (29¢)

zu setzen. Man pflegt dies V\fegmqsun des Faktors n! in W bei Gasen ge-
wohlnlich dadurch zu begriinden, da man Kﬂmplexmm_n. die aus einander

— e AT
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dureh blofes Vertauschen gleichartigen Molekiilen entstehen, nicht als verschie-
den betrachtet und deshalb nur einmal reehnet.
Nun haben wir fiir beide Fille das Maximum von & aufzusuchen unter
den Nebenbedingungen
E="% K n, = konst.
n=n = konst.
Im Falle a) ergibt sich:

n, = P“'F-EE_;—I ; {30a)
was abgesehen von der Bezeichnungsweise mit (13) fibereinstimmt, Im Falle b)
('I'giht sich

0, =g, 0" RE (30h)

In beiden Fillen ist hierbei 8x7 = 1
Man sieht ferner, daB im Falle b) das Maxwerrsche Verteilungsgesetz her-

auskommt. Die Quantenstruktur maeht sich hier nicht bemerkbar (wenigstens
nicht bei unendlich gro8em Gesamtvolumen des Gases), Man sicht nun leicht,
daBl Fall b) mit dem Nerxsrschen Theorem unvereinbar ist. Um nimlich den
Wert der Entropie beim absoluten Nullpunkt der Temperatur fiir diesen Fall
zu berechnen, hat man (29e¢) fiir den absoluten Nullpunkt zu berechnen. Bei
dicsem werden sich alle Molekiile im ersten Quantenzustand befinden. Wir
haben also

r, = o firv = 1

Ry=n

2, =1

zu setzen. (20¢) liefert also fir = o
S=—nlgnr. {31)

Es ist also bei der Berechnungsweise b) ein Widerspruch gegen die Aussage
des Neesstschen Theorems vorhanden. Dagegen stehit die Berechnungsweise a)
mit dem Nernstschen Theorem im Einklang, wie man sofort sieht, wenn man
bedenkt, dafl beim absoluten Nullpunkt im Sinne der Berechinungsweise a)
nur cine einzige Komplexion vorhanden ist (W = 1). Die Betrachtungsweise b)
fiihrt nach dem Dargelegten entweder zu einem Verstol gegen das Nerxstsche
Theorem oder zu cinem VerstoB gegen die Forderung, daB die Entropie bei
gegebenem innerem Zustand der Molekiilzahl proportional sein muB.  Aus
diesen Griinden glaube ich, daB der Berechnungsweise a) (d. h. Boses stati-
stischem Ansatz) der Vorzug gegeben werden mufl, wenn sich die Bevor-
zugung dieser Berechnungsweise anderen gegeniiber auch mnicht a priori er-
weisen liBt. Dies Ergebnis bildet seinerseits cine Stittze fiir die Auffassung
von der tiefen Wesensverwandtschaft zwischen Strahlung und Gas, indem
dieselbe statistische Betrachtungsweise, welche zur Praxcxschen Formel fithrt,
in ihrer Anwendung anf ideale Gase dic Ubereinstimmung der Gastheorie
mit dem Negrsstschen Theorem herstellt.
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§ 8. Die Schwankungseigenschaften des idealen Gases.

Ein Gas vom Volumen V kemmuniziere mit einem solehen gleicher Natur
von unendlich groBem Volumen. Beide Volumina seien durch eine Wand
getrennt, welche nur Molekiile vom infinitesimalen Energiegebiet AFE durch-
lassen, Molekiile von anderer kinetischer Energie aber rellektiert. Die Fiktion
einer solehen Wand ist der der quasi-monochromatiseh durehlissigen Wand auf
dem Gebiete der Sirahlungstheorie analog. Es wird nach der Schwankung A,
der Molekilzahl »n, gefragt, welche zu dem Energiegebiet AE gehdrt. Dabei
wird angenommen, dal ein Energieaustauseh zwisehien Molekiilen verschiedener
Energiegebicte innerhalb V nicht stattfinde, so daB Schwankungen von Molekiil-
zahlen, die zu Energien auBerhalb AL gehéren, nicht stattfinden migen.

Sei n, der Mittelwert der zu AFE gehdrigen Molekiile, n, + A, der Mo-
mentanwert. Daun licfert (29a) den Wert der Entropie in Funktion von A,.
indem man in diese Gleichung #, -+ A, statt »n, einsetzt. Geht man bis zu
quadratischen Gliedern, so erhiilt man

¢S8 A 1 d*8
da, ' 2 9a:

2

N= 84

Eine dhuliche Relation gilt fiir das unendlich grofie Restsystem, nimlich

a‘?“D — SU—' ‘.jb Av.
Ja

¥

Das quadratische Glied ist hier relativ unendlich klein wegen der relativ un-

endlichen Grife des Restsystems. Bezeiehmet man die Gesamtentropie mit
. 3

2 (= S+ 8, so0 ist ﬁ = 0, weil im Mittel Gleichgewicht besteht. Man

¥

evhiillt also fir die Gesamtentropie durch Addition dieser Gleichungen die
Relation
S=N4! i, (32)
o=t 2 oA}

Nach dem Bourzmaxsschen Prinzip erhiilt man hieraus fir die Walirscheinlich-
keit. der A das Gesetz

d W = konst ¢ dA, = konst ¢** -l A, .
Hieraus folgt fiir das wittlere Schwankungsquadrat
0 % -
: s . 33
dA?
Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf {29a)
o n;
Loyl ﬂ,-l-;' . (34)

R,
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Dies Schwankungsgesetz ist dem der quasi-monochromatischen Puancxschen
Strahlung vollkommen analog. Wir schreiben es in der Form

(: *53r :):z — __1_ -+ .-%. " (;3 4 it)

ﬂi’ ”’ z’

Das Quadrat der mittleren relativen Schwankung der Molekiile der hervor-
gehobenen Art setzt sich aus zwei Summanden zosammen. Der erste wire
allein vorhanden, wenn die Dolekiile voneinander unabhiingig wiren. Dazu
kommt ein Anteil des mittleren Schwankungsquadrates, der von der mittleren
Molekiildichte ghnzlich unabhéingig ist und nur durch das Elementargebiet A &
und das Volumen bestimmt ist. Er entspricht bei der Strahlung den Iuter-
ferenzschwankungen. Man kann ihn auch beim Gase in entsprechender Weise
deuten, indem man dem Gase in passender Weise einen Strahlungsvorgang
zuordnet und dessen Interferenz-Sehwankungen berechnet. Ieh gehe niiher
auf diese Deutung ein, weil ich glaube, daB es sich dabei um mehr als um
eine bloBe Analogie handelt.

Wie einem materiellen Teilehen bzw. einem System von materiellen Teil-
chen ein (skalares) Wellenfeld zugeordnet werden kann, hat Hr. E. pE BroeLie
in einer sehr beachtenswerten Schrift' dargetan. Einem materiellen Teilehen
von der Masse m wird zuniichst eine Frequenz v, zugeordnet gemill der Gleichung

me = hv,. (35)

Das Teilchen ruhe nun in bezug ein galileisches System K, in welehem wir
eine iiberall synchrone Schwingung von der Frequenz v, denken. Relativ zu
einem System K, in bezug auf welches K’ mit der Masse m mit der Ge-
schwindigkeit » lings der (positiven) X-Achse bewegt ist, existiert dann ein
wellenartiger Vorgang von der Art

t— "
5 ¢
sin 2TV, e

vz
T

Frequenz v und Phasengeschwindigkeit V' dieses Vorgangs sind also gegeben
durch

o s (36)
v
Vi~
¢
¢
V — - (37

! Louis pe Brogrie. Théses. Paris. (Edit. Musson & Co.), 1924. In dicser Dissertation
findet sich auch eine sehr bemerkenswerte geometrische Interpretation der Borr-SosmwerreLoschen
Quantenregel. i .
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pist dann — wie Hr. ne BrocLIE gezeigt hat — zugleich die Grappengeschwindig-

n
keit dieser Welle. Ks ist ferner interessant, daB die Energic ————— des

&t
Teilchens gemiB (35) und (36) gerade gleich % v ist, im Einklang mit der Grund-
relation der Quantentheorie.

Man sieht nun, daB so einemn Gase ein skalares Wellenfeld zugeordnet

werden kann, und ich habe mich durch Rechnung davon iiberzeugt, dal ;}

das mittlere Schwankungsquadrat dieses Wellenfeldes ist, soweit es dem von
uns oben untersuchten Energiebereich A E entspricht.

Diese Uberlegungen werfen Licht auf das Paradoxon, auf welches am
Iinde meiner ersten Abhandlung hingewiesen ist. Damit zwei Wellenziige merk-
bar interferieren konnen, miissen sie beziiglich ¥ und v nahezu fibereinstimmen.
Dazu ist gemiB (33). (36), (37) notig, daB v sowie m fiir beide Gase nahezu
iibereinstimmen. Die zwei Gasen von merklich verschiedener Molekiilmasse zu-
geordneten Wellentelder knnen daher nicht merklich miteinander interfericren.
Daraus kann man folgern, daB sich gemiil der hier vorliegenden Theorie die
Entropie eines Gasgemisches genau so additiv aus derjenigen der Gemisch-
bestandteile zusammensetzt wie gem#B der klassischen Theorie, wenigstens
solange die Molekulargewichte der Komponenten einigermaBen voneinander
abweichen.

§ 9. Bemerkung iiher die Viskositiit der Gase bei tiefen Temperaturen.

Naeh den Betrachtungen des vorigen Paragraphen scheint es, daB mit jedem
Bewegungsvorgang ein undulatorisches Feld verkniipft sei, ebenso wie mit der
Bewegung der Lichiquanten das optische undulatorische Feld verkniipft ist.
Dies undulatorische Feld — dessen physikalische Natur einstweilen noch dunkel
ist, wmuB sich im Prinzip nachweisen lassen durch die ihm entsprechenden Be-
wegungserscheinungen. So miBte ein Strahl von Gasmolekiilen, der durch
cine Offnung bindurchgeht, eine Beugung erfahren, die der eines Lichtstrahles
analog ist. Damit ein derartiges Phiinomen beobachtbar sei, muB die Wellen-
linge A cinigermaBen vergleichbar sein mit den Dimensionen der Offnung. Aus
(35). (36) und (37) folgt nun fiir gegen ¢ kleine Geschwindigkeiten

?.=E—= A 3 . (38)
¥ mv
Dies & ist fir Gasmolekiile, die sich mit thermischen Geschwindigkeiten be-
wegen, stets aulBerordentlich klein, sogar meist erheblich kleiner als der Mole-
kiildurchmesser ¢. Daraus folgt zuniichst, daB an die Beobachtung dieser Beu-
gung an herstellbaren Offnungen bzw. Sehirmen gar nicht zu denken ist.

Ks zeigt sich aber, dal} bei tiefen Temperaturen far die (Gase Wasser-
stoff und Heliun 4 von der GroBenordnung von ¢ wird, und es scheint in der
Tat, daB sich beim Reibungskoeffizienten der EinfluB geltend mache, den wir
nach der Theorie erwarten miissen.
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Trifft nimlich ein Sehwarm mit der Geschwindigkeit » bewegter Mole-
kiile ein anderes Molekill, das wir uns der Beguemlichkeit halber als unbewegt
vorstellen, so ist dies vergleichbar mit dem Fall, daB ein Wellenzug von ge-
wisser Wellenliinge 2 ein Blittchen von dem Durchmesser 2 ¢ trifit. Ks tritt
dabei eine (Fraunhofersche) Beugungserscheinung ein, welche gleich ist jener, die
von einer gleich groBen Offnung geliefert wiirde. GroBe Beugungswinkel treten
dann auf, wenn A von der Groflenordnung o oder grofler ist. s werden also
auBer der nach der Mechanik auftretenden StoBablenkung dann auch noch
mechanisch nicht begreifbare Ablenkungen der Molekiile von dlhnlicher Hiufig-
keit wie erstere auftreten, welehe die freie Weglinge verkleinern. Es wird
also in der Niihe jener Temperatur ziemlich pldtzlich cin beschleunigtes Sinken
der Viskositit mit sinkender Temperatur cinsetzen. Eine Abschéitzung jener
Temperatur gemii der Beziehung A = o liefert fiir H, 56°, fiir e 40°.  Natiir-
lich sind dies ganz rohe Schiitzungen; dieselben kdnnen aber durch exaktere
Rechnungen ersetzt werden., Es handelt sich hier um eine neue Deutung der
von P. GinTrER auf NErnsts Veranlassung bei Wasserstoff gewonnenen experi-
mentellen Ergebnisse iiber die Abhiingigkeit des Viskosititskoeffizienten von
der Temperatur, zu deren Erklirung Nerxst bereits eine quantentheoretische
Betrachtung ersonnen hat'.

§ 10. Zustandsgleichung des siittigten idealen Gases. Bemerkungen zur
Theorie der Zustandsgleichung ﬁEr Gase und zur Elektronentheorie der Metalle,

Im § 6 wurde gezeigt, daB fiir ein mit »kondensierter Snbstanz« im Gleich-
gewiceht befindliches ideales Gas der Entartungsparamcter 2 gleich 1 ist. Kon-
zentration, Energie und Druck des mit Bewegung ausgestaiteten Teiles der
Molekiile sind dann gemil (18b), (22) wnd {15) durch T allein bestimmt. Es
gelten also die Gleichungen

;i 3
# 2.615 g s .
"= NV N (zrmaT) = 1.12:107*(HET) _(.39}

E __ 1.348

n  2.615 o 40)
1.348

= am 3

Dabei bedeutet: » die Konzentration in Molen,
N die Zahl der Molekiile im Mol,
M die Molmasse (Molekulargewicht).

Man findet mit Iilfe von (39), daB die wirklichen Gase keine solchen Werte
der Dichte erreichen, daB das entsprechende ideale Gas gesiittigt wire. Jedoch
ist. die kritische Diehte des Helinms nur etwa fiinfmal kleiner als die Sittigungs-
dichte » des idealen Gases von gleicher Temperatur und gleichem Molekular-
gewicht. Bei Wasserstoft' ist das entsprechende Verhiltnis etwa 26, Da die

' Vgl W. Negxsy, Sizungsber. rgrg, VIIL 8. 118, — P, Géxraer, Sitzungsber. 1920,
XXXV, 5. 720

Siteungsher. phys.-math, Ki. 1025, (2]
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wirklichen (ase also bei Dichten existieren, welehe der Gréfenordnung nach
der Sittigungsdichte nahekommen und gemiB (41) die Entartung den Druek
erheblich becinfluBt, so wird sich, wenn die vorliegende Theorie richtig ist,
ein nicht unerheblicher Quanteneinflu auf die Zustandsgleichung bemerkbar
machen ; insbesondere wird man untersuchen miissen, ob so die Abweichungen
von dem Vay per Vaarschen Gesetz der iibereinstimmenden Zustinde erkiirt
werden konnen'.

Ubrigens wird man auch erwarten miissen, daB das im vorigen Para-
graphen gepannte Beugungsphiinomen, welches ja bei tiefen "Temperaturen eine
scheinbare VergroBernng des waliren Molekiilvolumens erzeugt, die Zustands-
eleichung beeinflusse.

Es gibt einen Fall, in welchem die Natur das, gesiittigte ideale Gas
moglicherweise im wesentlichen realisiert hat, ndmlich bei den Leitungs-
elektronen im Innern der Metalle. Die Elektronentheorie der Metalle hat
bekanntlich das Verhiiltnis zwischen elektrischer und thermischer Leitfihig-
keit mit bemerkenswerter Niherung quantitativ erklirt (Drupe-Lorentzsche
Formel) unter der Annahme, dal im Innern der Metalle freie Elektronen
vorhanden scien, welehe sowohl die Elcktrizitit als die Wiirme leiten. Trotz
dieses groBen Erfolges wird aber jene Theorie gegenwirtig nicht fiir zutreffend
gehalten, unter anderem deshalb, weil sie der Tatsache nicht gerecht werden
konnte, daB die freien Elektronen zur spezifischen Wirme des Metalles keinen
merklichen Beitrag liefern. Diese Schwierigkeit versehwindet abier, wenn man
die vorliegende Theoric der Gase zugrunde legt. Aus (39) folgt néimlich,
daB die Siittigungskonzentration der (bewegten) Elektronen bei gewdhnlicher
Temperatur etwa gleich 5.5-107¢ ist, so daB nur ein verschwindend kleiner
Teil der Elektronen zur thermischen Energie einen Beitrag liefern kénnte.
Die mittlere thermische Energie pro an der thermischen Bewegung teilneh-
mendem Elektron ist dabei etwa halb so grof wie gemii der klassischen
Molckulartheorie. Wenn nur sehr kleine Kriifte vorhanden sind, welche die
nicht bewegten Elektronen in ilrer Ruhelage festhalten, so ist auch begreiflich,
daB diese an der elektrischen Leitung sich nicht beteiligen. Moglicherweise
konnte sogar Wegfall dieser schwachen Bindungskriifte bei ganz tiefen Tem-
peraturen die Supraleitfihigkeit bedingen. Die Thermokriifte wiirden auf
Grund dieser Theorie {iberhaupt nicht begreiflich sein, solange man das Elek-
tronengas als ideales Gas behandelt. Natiirlich wiire ciner solehen Elektronen-
theorie der Metalle nicht die Maxweuische Geschwindigkeitsverteilung zu-
grunde zu legen, sondern diejenige des gesiittigten idealen Gases nach vor-
liegender Theoric: aus (8), (), {11) ergibt sich fiir diesen speziellen Fall:

, ¥
dW = konst ; (42)

' Dies ist nieht der Fall, wic iel nachiviiglieh durch Vergleich mit der Erfabirung gefundes
habe. Der gesuehte Einilluf wird durch moleknlare Wechselwirknngen anderer Art verdeckt.

-
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Beim Durchdenken dieser theoretischen Moglichkeit kommt man zu der
‘ﬂchwwngkm daf man zur Erklirung des gemessenen Leitvermdgens der
Metalle fiir Wirme und Elektrizitit wegen der sehr geringen Volumdichte
der Llektronen, die sich nach unseren Ilrgebnissen an der thermischen Agi-
tation beteiligen, sehr groBe freie Wegliingen armehmen muB (Grofenordnung
1073 em).  Auch scheint es nicht méglich zu sein, auf Grund dieser Theorie
das Verhalten der Metalle gegeniiber ultraroter Strahlung (Reflexion, Emission)
zu begreifen.

§ 11. Zustandsgleichung des ungesiittigten Gases.

Wir wollen nun die Abweichung der Zustandsgleichung des idealen
Gases von der klassischen Zustandsgleichung im ungesittigten Gebiet genauer
betrachten. Wiy kniipfen hierfiir wieder an die (:ltwhuna’ﬂl (15), (18h) und
(1ob) an.

Wir setzen zur Abkiirzung

me __ 3
S TA=y@
i 5

und stellen nns die Aufgabe, = als Funktion von y anszudriicken (z = & (3)).
Die Liosung dieser Aufgabe. welche ich Ilrn. J. Grommer verdanke, heruht
auf folgendem allgemcinen Satz {Lacraxee):

Unter der in unserem Falle erfiillten Bedingung, daB y und = fiir 2 == o0
verschwinden, und daBl y und 2z in einem gewissen Bereich um den Nullpunkt
regulire Funktionen von 4 sind, besteht fir hinrcichend kleine y die Tavuox-

sche Entwicklung .
N nf”:"y" :
o= (_;z'g.:,v) AR i

wobei die Koeffizienten aus den Funktionen y(x) und z(2) vermige der Re-
kursionsformel dargestellt werden kdnnen

o d"_’z)
d’ [z} dx\dy—"

n’y"' dy
il 7.

(44)

Man erhiilt so in unserem Falle die bis A = 1 konvergente und zur Aus-
rechnung bequeme Lntwicklung

= y—0,1768 ¥ —0.0034 y*—0.0005 ¥*

Wir fithren nun die Bezeichnungen ein

-~

1P
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Dann gelten fiir das ungesittigte ideale Gas, d. h. zwischen y =0 und y == 2.615
die Beziehungen

E_3 . .
= SxIF(y) (19¢)
p=RT4F(y): {22¢)
wohei gesetzt ist
& n BNy
s i = g e - {18¢)
(2emxT)’ (2o MRT)*

Aus (19b) erbiilt man fiir die auf das Mol bezogene spezifische Wirme bei
konstantem Volumen ¢, :

 Ear iy 3__ f AFS _3 e — ;
f = R(.E' (v) 23/17 {y)) : Rty .

Wir geben zur leichteren Ubersicht eine graphische Darstellung der Fuik-
tionen Fy) und ()

74 I !

)

1
!

'.

]

72— | i

71 - : | —"

B

= .

i

0

7 15 70 Z

o

[N

NM—
X

Beriicksichtigt man den annithernd linearen Verlauf von #(y), so ergibt sich
fir p dic gute Niherungsgleichung

3 AT,
p=RTy|1—0.186 Ny

X (224)
(2= MRT"
Dezember 1924.
Ansgegeben am 9, Pelnoar,
Berlin, gedvroek! in der Rewchsdrnekered
o o —
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