ACTA

SOCIETATIS SCIENTIARUM

FENNICA.

TOMUS XV.

Ex officina typographica Societatis litterarize fennicae.



UEBER EIN

DIE FLACHEN KLEINSTEN FLACHENINHALTS

BETREFFENDES

PROBLEM DER VARIATIONSRECHNUNG.

FESTSCHRIFT

ZUM JUBELGEBURTSTAGE DES HERRN

KARL WEIERSTRASS.

Von

H. A. SCHWARZ.




Zum 31% October 1885. -

Hochverehrter Herr Professor!

Um Thmen zu dem Tage, an welchem Sie auf siebzig Lebensjahre zuriick-
])licken, durch eine wissenschaftliche Arbeit eine Freude zu bereiten, habe ich
die Beschiftigung mit einer Frage wieder aufgenommen, deren Bearbeitung Sie
vor zwanzig Jahren emigen Ihrer Zuhvrer empfohlen haben.

Das Ergebniss, zu welchem ich durch Anwendung von Schlussweisen, die
von Ihnen ausgebildet worden sind, gelangt bin, enthalten die folgenden Blit-

ter; ich bitte Sie, dieselben als ein Zeichen dankbarer Geginnung freundlich
aufnehmen zu wollen. )

Verehrungsvoll

H. A. Schwarz.
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Erster TaEeIL.

~ Teber Minimalflichensticke,
welche bei unverdndert gelassener Begrenzungslinie
ein Minimum des Flacheninhalts besitzen.

1.
Zwei unendlich bhenachbarte Minimalflichenstiicke.

Eine Minimaifliche ist eine analytische Fliche, welche die Kigenschaft
besitzt, dass in jedem Punkte derselben die beiden Hauptkrimmungshalbmesser
der Fliche gleich gross und entgegengesetzt gerichtet sind. :

Es sei M ein ganz im Endlichen liegendes, von einer endlichen Anzahl
von Stiicken analytischer Linien begrenztes, einfach zusammenhéngendes, in
seinem Innern keinen singuliren Punkt enthaltendes Stiick einer Minimal-
fliche. Der Flicheninhalt dieses Flichenstiickes werde mit S, seine Begren-
zungslinie mit L, die Linge eines Elementes dieser Begrenzungslinie mit dL
bezeichnet.

Es sei M’ ein dem Minimalfiichensticke M in der ganzen Ausdehnung
desselben unendlich benachbartes Minimalfiichenstiick, beztiglich dessen analoge
Voraussetzungen erfiillt sind, wie fur das Flichenstick M. Es wird voraus-
gesetzt, dass die beiden Flichensticke M und M’ keinen gemeinsamen Punkt
besitzen.

Der Flacheninhalt des Flichenstickes M' werde mit §', die Begrenzungs-
linie desselben mit L’ bezeichnet.

Durch die beiden unendlich benachbarten Begrenzungslinien L und L’
sei eine krumme Fliche F gelegt, so dass die Curven L und L’ die voll-
stindige Begrenzung eines auf dieser Fliche liegenden giirtelformigen Flichen-
streifens, eines G-irtels von unendlich schmaler Breite bilden. Diese Fliche F
werde als gegeben angesehen. Der betrachtete Giirtel werde mit G be-
zeichnet.

Es bezeichne dp den auf der Fliche ¥ gemessenen unendlich kleinen
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geoditischen Abstand des Curvenclementes dL von der Curve L', oder die
Breite des Girtels G an der betrachteten Stelle. Das Product dp-dL
bedeutet die Grosse des Flicheninhalts eines Rechtecks mit den Seiten dp und
dL, d. h. die Grosse des Flicheninhalts eines Elementes des Girtels G,
welche mit dF bezeichnet werden soll.

HEs besteht also die Gleichung

(1.) dF = dp- dL.

Liéngs jedes Elementes dL der Curve L grenzt je ein Element des Gir-
tels G an je ein Element des Flichenstiickes M. Der von den Ebenen dieser
beiden Flichenelemente gebildete Flichenwinkel, dessen Grosse allgemein zu
reden mit der Lage des Klementes dL lings der Curve L sich indert, werde
mit o bezeichnet.

Den gestellten Voraussetzungen zufolge kann das Flichenstick M als
eine Variation des Flichenstiickes M angesehen werden, bei welcher fiir jedes
Element dL der Randlinie die Grisse der Verschiebung auf der Fliche T in
einer zur Richtung dieses Elementes senkrechten Richtung dp betrigt.

Nach einer von Gauss aufgestellten Formel (Werke Band V, Seite 65)
ergibt sich fir die Differenz der Flicheninhalte der beiden Fliichenstiicke
M und M die Formel

(2.) § -8 =— | coses dp-dL = — ‘10050) -dF,

wobei die Integration lings aller Theile der Begrenzungslinie des Flichen-
stiickes M, oder, was dasselbe bedeutet, iiber alle den Girtel G bildenden
KElemente der Fliche F zu erstrecken ist.

2.
Betrachtung einer Schaar von Minimalflichenstiicken.
Herleitung des Fundamentalsatzes.
Es sei gegeben eine von einem Parameter abhingende, unfach unendliche
Schaar von Minimalflichenstiicken
M, M, M”, - M*

~
welche so beschaffen sind, dass keine zwei zu verschiedenen Werthen des
Parameters gehorenden Flichenstiicke dieser Schaar einen gemeinsamen Punkt
besitzen, und dass fiir je zwei unendlich benachbarte Flichenstiicke dieser
Schaar die in dem vorhergehenden Art. angegebenen auf die Flichenstiicke
-M und M’ sich bezichenden Voraussetzungen erfiillt sind.
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[Der einfachste Fall einer solchen Schaar von Minimalfischensticken wn‘d“lﬁw |

offenbar dann erhalten, wenn man voraussetzt, dass alle der Schaar ange-

horenden Flichensticke eben, und dass die Ebenen, denen dieselben ange--

* horen, einander parallel smd]
Es bezeichne F zugleich den Flicheninhalt der von den Curven

L) L” L”’ .' * L*)
den Begrenzungslinien der Flichenstiicke
M, M, M", .. M¥

gebildeten Fliche F. Es wird vorausgesetzt, dass diese Fliche von einer end-
lichen Anzahl von Sttcken analytischer Flichen gebildet werde.

Die Bedeutung des im Art. 1 erklirten Winkels @ und des Fléchen-
. elementes dF moge in der Weise ausgedehnt werden, dass die Formel (2)
des Art. 1 fir je zwei unendlich benachbarte Minimalflichensticke der be-
trachteten Schaar Geltung erhilt.

Den gesteliten Voraussetzungen zufolge besitzt die Grosse w innerhalb
jedes einzelnen der vorher erwihnten Stiicke analytischer Flichen, aus denen
die Fliche F besteht, fir jeden Punkt nur einen Werth, welcher sich inner-
halb dieses Flichenstiickes mit der Lage des Flachenelementes dF nicht an-
ders als stetig dindern kann.

Aus der Formel (2.) des Art. 1 ergibt sich durch Anwendung derselben
auf je zwei unendlich benachbarte Flichenstiicke der betrachteten Schaar
und durch Integration in Bezug auf den Parameter der Schaar, wenn S* die
Grosse des Flicheninhalts des Minimalflichenstickes M* bezeichnet, die Glei-
chung

(3.) S*—8= —ffcom -dF.

Bei dem auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Doppelinte-
grale ist die Integration tuber alle der Fliche F angehorende Elemente dF
zu erstrecken.

Wird nun die specielle Annahme gemacht, dass die Curve L* sich auf
einen Punkt reducirt, wobei S* in Wwjibergeht, wihrend die Fliche F eine
schalenformige Geestalt erhalt, so geht die Gleichung (3.) iber in

(4) S =ff cosw - dF,

aus welcher sich in Folge der Gleichung F = f f dF die Formel




H A Scuowarz

oo
[\
[\

(

13

) F—38=[{(1 - cosw) aF
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ergibt, welche fur die folgende Untersuchung von wesentlicher Bedeutung ist.

3.

Einfithrung einer neunen Bedingung. Erweiterung des Geltungsbereiches
des Fundamentalsatzes.

Einer im vorhergehenden Art. gestellten Voraussetzung zufolge sollen
keine zwei Minimalflichenstiicke der betrachteten Schaar, welche zu verschie-
denen Werthen des Parameters gehoren, einen gemeinsamen Punkt besitzen.
Aus diesem Grunde bilden je zwei unendlich henachbarte Minimalfliichen-
sticke der betrachteten Schaar und der die Begrenzungslinien derselben ver-
bindende girtelformige Streifen der Fliche F zusammengenommen die voll-
stindige Begrenzung eines einfach zusammenhingenden Theiles des Raumes,
einer korperlichen Schale von itberall unendlich kleiner Dicke.

Die (Gesammtheit derjenigen Theile des Raumes, welche von allen auf
die angegebene Weise durch die betrachtete Schaar von Minimalflichenstiicken
bestimmten korperlichen Schalen eingenommen werden, bildet einen einfach
zusammenhiingenden Theil des Raumes, welcher die Gesammtheit aller, den
Minimalfliichenstiicken der betrachteten Schaar angehiorenden Punkte enthilt,
und dessen vollstindige Begrenzung von dem Minimalflichensticke M und der
Fliche F gebildet wird.

Dieser linsenformig gestaltete Raumtheil mige mit R’ bezeichnet werden.

Es wird nun die Festsetzung getroffen, die betrachtete Schaar von Mini-
malfliichenstiicken soll so beschaffen sein, dass der Abstand je zweier unend-
lich benachbarten Minimalflichenstiicke der Schaar (die Dicke der vorher
betrachteten korperlichen Schale) in der ganzen Ausdehnung dieser
Flichensticke einschliesslich des Randes derselben eine unendlich kleine
Grosse derselben Ordnung ist.

In Folge dieser Festsetzung ist der Schluss gestattet, dass der in dem
vorhergehenden Art. erklirte Winkel w nicht fur jeden Punkt der Fliche F
den Werth Null haben kann, ohne dass diese Fliche in ihrer ganzen Aus-
dehnung mit dem Minimalflichensticke M zusammenfillt. TLetzteres ist aber
mit den gestellten Voraussetzungen nicht vereinbar.

Der Formel (5.) des vorhergehenden Art. zufolge besitzt daher die

Fliiche F, weil das Doppelintegral f f (1 — cosw)dF einen von Null verschie-
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eléchem die Fliche I die Begrenzungslinie I, gemein hat.
einfache Ueberlegung ergibt, gilt dieselbe Schlussfolgerung fiir

. Die. in den beiden vorhergehenden Artikeln angestellten Betrachtungen
sensich namlich bei angemessener Erweiterung der zu Grunde gelegten
Vi oraussetzungen ohne Schwierigkeit so verallgemeinern, dass die zunichst fiir
die Fliche F hergeleitete Schlussfolgerung fir jede den angegebenen Bedin-
gungen geniigende Fliche F| Geltung erhilt. Bei dieser Verallgemeinerung, auf
elche hier nicht naher eingegangen zu werden braucht, kommt nicht allein
der. Fall in Betracht, in welchem die Fliche F, mit einem oder, mehreren
,Mipimalﬂiichenstﬁcken der Schaar Flichentheile von endlicher Awusdehnung
gemeinsam hat, sondern auch der Fall, in welchem die Schnittlinien der Fliche F,
mit einigen der Schaar angehérenden Minimalflichenstiicken in getrennte Theile
zerfallen. Fir die auf die letztere Verallgemeinerung beziigliche Untersuchung
ist das im Art. 1 betrachtete einfach zusammenhingende Minimalflichen-
stick M durch ein mehrfach zusammenhingendes Minimalflichenstiick zu
ersetzen, dessen Begrenzungslinie aus mehreren getrennten Theilen besteht;
ebenso sind an die Stelle des einen im Art. 1 betrachteten - giirtelfsrmigen
Flachenstreifens mehrere solche Flichenstreifen zu setzen. Auf die nihere
Ausfithrung dieser Verallgemeinerung, durch welche das Wesentliche der in
den Artikeln 1 und 2 entwickelten Schlussfolgerungen nicht berithrt wird,
. -gehe ich hier nicht niher ein.

Fa

R 4.
Andere Begriindung des Fundamentalsatzes.

~Die im Art. 2 hergeleitete Formel (4.)

' S=ff00803'dF

kann auch hergeleitet werden wie folgt.

Man denke sich die der betrachteten Schaar angehérenden Minimal-
flichenstiicke in Flichenelemente zerlegt und betrachte eine durch die
Begrenzung eines dieser Flichenelemente gelegte rohrenformige Fliche,

41
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welche die Minimalflichenstiicke der betrachteten Schaar rechtwinklig durch-
schneidet. Diese Fliche begrenzt auf allen Ilichenstiicken der betrachteten
Schaar, welche von derselben durchschnitten werden, Flichenelemente von
gleich grossem Flicheninhalt, weil fir jedes dieser Flichenstiickchen die auf
den Uebergang desseiben in ein unendlich benachbartes von derselben rohren-
formigen Fliche begrenztes Flichenstickchen sich beziehende erste Variation
des Flicheninhalts gleich Null ist.

Dieser Satz ist in dem Werke von E. Lamarve, Faposition géométrique
dw calcul différentiel et intégral (Mémoires couronnés et autres mémoires publiés
par UAcadémie de Belgique, in 8, Tome XV, Bruxelles 1863, pag. 576)
meines Wissens zuerst ausgesprochen worden.

Bezeichnet dS den Flicheninhalt eines dieser Flichenelemente und dF
den Flicheninhalt eines der Fliache F angehorenden, von der betrachteten
rohrenformigen Fliche begrenzten Flichenelementes, so besteht, jenachdem der
im Vorhergehenden erklirte Winkel @ an der betrachteten Stelle kleiner oder
grosser ist als ein Rechter, die erste oder die zweite der beiden Gleichungen

dS = cosw - dF, dS = — cose - dF.

Durch Integration ergibt sich hieraus, wenn die Integration iber alle
Tlichenelemente dF erstreckt wird, aus welchen die Fliche F besteht, die
Formel (4.) des Art. 2.

w

0.

Analytischer Beweis des Fundamentalsatzes.

Die vorstehenden Untersuchungen stittzen sich grosstentheils auf geome-
trische Betrachtungen. Mit Hilfe des folgenden Systems von Formeln kann
die Richtigkeit derselben Schlusstolgerungen auf analytischem Wege nachge-
wiesen werden.

Es mogen u, v, ¢ drei reelle stetig verinderliche Grossen,

z,y,% drei gegebene reelle analytische Functionen der Grissen
u, v, ¢ bezeichnen, welche innerhalb des zu betrachtenden Gebietes @ der von
cinander unabhiingigen Variablen u, v, ¢ den Charakter ganzer Functionen be-
sitzen. Die Grossen z,y, » bedeunten die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes P; fiir jeden dem betrachteten Gebiete Q@ angehorenden Werth von
¢ ist der geometrische Ort dieses Punktes P allgemein zu reden cin Stick einer
krummen Fliche ; fir jedes dem betrachteten Gebicte Q angehorende Werthe-
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paar u, v ist der geometrische Ort des Punktes P allgemein zu reden ein
Stiick einer krummen Linie.

| Die Grossen 4, B,C,D, D', D, E, F, G, H I, K sollen durch folgende
Gleichungen erklirt werden:

A=gu-ny D=4 fzeB 0L
B :%%—%%’ D=4 0(:;1; +B 0(17317 ¢ 0(::;1;
C= oo D=4 G+ B +C
E= () + G + Gy H= 5 5+ oo tose
PeSeRgeEh I=REeReRl
G=(5)+ () +(5); K= (3)+ (G + (@)

Fir das Quadrat der Linge des Linienelementes- einer von dem Punkte
mit den Coordinaten z,y,2 beschriebenen Linie ergibt sich der Ausdruck
de’+dy* +de* = E du’ + 2F du dv + G dv* + 2H du de + 21 dv de + K de”.

Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Grossen H und I bestindig den
Werth Null haben; mit anderen Worten, es wird vorausgesetzt dass die ein-
fach unendliche Schaar der Flachen = const. von der zweifach unendlichen
Schaar von Raumcurven « = const., v=const. orthogonal durchsetzt wird.
Ferner wird vorausgesetzt, dass die Grossen EG — F*, K fiur kein dem zu
betrachtenden Gebiete Q angehdrendes System von Werthen %, v, ¢ den Werth
Null annehmen. -

Wird die Verinderlichkeit der Grossen w,v, & auf solche Werthe be-
schrinkt, welche eine gegebene analytische Gleichung

e = [ (u,v)

befriedigen, wobei vorausgesetzt werden soll, dass die Function [ (u,) fiir
alle in Betracht kommenden Werthe der Argumente u,v den Charakter einer
ganzen Function besitzt, so ist der geometrische Ort des Punktes P allgemein
zu reden eine gewisse krumme Fliche F, und zwar wird die Grosse des
Flicheninhalts dF eines Elementes dieser Fliche gegeben durch die Formel

dF:I//<E+K(%)’><G+K(§_;).) (11+K"8 "E) du dv

::I/EG—F?ﬁ—K[E(%?—QF%% ‘;Z-}-G( ] du dv.

e

sy

e
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Ohne dass die Allgemeinheit der Untersuchung beeintrichtigt wird, kann
vorausgesetzt werden, dass die Determinante

ou  du  ou I
L9 oy 9z | _ 4 O 9y 02
o e aw | AT B+ 05, =N
Oz y oz
. de  dg  dsg !

fiir alle dem zu betrachtenden Gebiete Q angehorenden Werthe der unabhingigen
Variablen %,v, ¢ einen positiven Werth habe. In Folge der Gleichungen
H=0, I=0 ergibt sich N°=(EG— F*)K, also ist N=|EG-F* /K,
wobei jeder von diesen Quadratwurzeln ihr positiver Werth beizulegen ist.
Wird festgesetzt, dass die positiven Richtungen der Normalen der den
Gleichungen ¢ = const., ¢ = f (u,v) entsprechenden Flichen diejenigen sind, in
welchen der Parameter & zunimmt, so haben die Cosinus der Neigungs-
winkel, welche die positive Richtung der Normale eines Elementes der Flache
¢ =const. mit den positiven Richtungen der Coordinatenaxen einschliesst, be-
ziehlich die Werthe
1 o= __ 4 L ow_ B L oz C
VE % VEG-F:' K % JEG-1". JK %  JEG—7%
und es ergibt sich fir den Cosinus des Winkels @, welchen die positive
Richtung der Normale der Fliche ¢ = f (u,v) im Punkte P mit der positiven

Richtung der Normale der durch den Punkt P hindurchgehenden Fliche ¢ = const.
einschliesst, die Gleichung

]/EG—FwK[E 53)2—2F;’—;j_;+a(j—;)j /K cosw =

ox oz de
f]a—u“*x“o‘z:"l
— | 0z | oz o ~N=VEG_TF /T
= | S F e ¢ _N_\/EG F \/K.
oxr
O

Es ergibt sich also bei angemessener Zerlegung des Flichenstickes F in
Flichenelemente die Formel

]/EG—F”-I-K[E (702—)2—217%3%%— G (g—Z)ZJ'COSOJ dudv = coso dF =|/EG — F* du dv,

deren geometrische Bedeutung evident ist.
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Der Winkel o ist hierbei den getroffenen Festsetzungen zufolge stets ein
spitzer Winkel.

Der Werth der Grosse EG — F* hingt im Allgemeinen . nicht bloss von
den Werthen der Grossen u,v, sondern auch von dem Werthe des Para-
meters ¢ ab. Wenn aber jedes der betrachteten Flichenstiicke &= const. ein
Minimalflachenstiick ist, so ist, wie in dem Nachfolgenden gezeigt wer-
den soll, der Werth der Grosse EZG — F* von dem Werthe der Grosse &
unabhingig.

Der analytische Ausdruck der Bedingung, dass fiir jede der betrachteten
Flachen &= const. die beiden Hauptkrimmungshalbmesser' der Fliche gleich
gross und entgegengesetzt gerichtet sind, ist die Gleichung

ED" —2FD + GD = 0.
In Folge der Gleichungen H=0,1=0 ergibt sich

9 duaw T e oot

p— VEG=F [dx 029:_*_“], I = VEG=T® [d.z: 02 }7 = VEG—F* [ﬁ&+._]’

Js ou? VE VE

VK

es bestehen also die Gleichungen

_VEG—F:|0H ,0E , VEG=F* I OF VEG—F> | oI oG

- VE _li_d‘u——E e :l’ U= 2 VK [du Lrm _ds_]’ D= VK [_05_5 ds]
oY ’ N 1 VEG—F*® or 0E| _ _ 1 VEG=F* 0

D —2FD + GD=— 3 VEGI [JJ _oF 08+G7)?]_  LEETT S (BG - F).

Hieraus folgt, dass 0% (EG — F*) =0, dass also die Grosse EG — F* und

mithin auch der Ausdruck fiir die Grosse des Flicheninhalts dS eines Ele- -
mentes der Fliche &= const.,

dS =\/EG— F” du dv,

von dem Werthe des Parameters ¢ unabhingig ist.
Die Richtigkeit der Gleichung

dsS = cose - dF

ist hierdurch analytisch dargethan.

Derjenige Theil des unbegrenzten Raumes, welcher die Gesammtheit aller
den Minimalfiichenstiicken der betrachteten Schaar angehérenden Punkte und
ausser diesen keine anderen Punkte enthilt, moge mit R bezeichnet werden.

Bei der vorstehenden Herleitung ist die einschrinkende Voraussetzung
zu Grunde gelegt, die betrachtete Fliche F sei so beschaffen, dass, wenn der

e e e
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Gleichung dieser Fliche die Form ¢ = flu,) gegeben wird, der Parameter e
als Function der beiden unabhingigen Variablen w,v fiir alle in Betracht
kommenden Werthepaare w,v den Charakter einer ganzen Function besitzt.
Es bietet keine Schwierigkeit dar, dic Geltung der Formel (4.) des Art. 2

S:ffcosw-dF

von dieser einschrinkenden Voraussetzung zu befreien, wenn bei angemessener
Abanderung der Erklirung des Winkels @ an folgenden Bedingungen festge-
halten wird:

1. Die vollstindige Begrenzung der Fliche F und die vollstindige Be-
grenzung des Minimalflichenstiickes M wird gebildet von der aus einer end-
lichen Anzahl von Stiicken analytischer Linien bestehenden Linie L.

2. Die Fliche F' besteht aus einer endlichen Anzahl von zusammen-
hingenden Stiicken analytischer Flichen, welche in ihrem Innern von singu-
liren Stellen frei sind. ’

3. Die Fliche F und das Minimalflichenstick M bilden die vollstindige
Begrenzung eines oder mehrerer Theile des Raumes, welche simmtlich Theile
des Raumes R sind.

6.
Anwendung des Fundamentalsatzes.

Durch das in den vorhergehenden Artikeln erliuterte Beweisverfahren kann
einer Forderung geniigt werden, welche, wenn von dem Falle eines ebenen
Flachenstiickes abgesehen wird, meines Wissens bisher noch in keinem Falle
ihre Erledigung gefunden hat. :

Fir ein (gewissen Bedingungen gen#gendes) Minimal-
flichenstiick M soll der Nachweis gefithrt werden, dass
dieses Ildachenstick wirklich kleineren Flacheninhalt S
besitzt, als jedes andere aus einer endlichen Anzahl von

Sticken analytischer Flichen bestehende, von derselben

Randlinie begrenzte, demselben unendlich benachbarte
Flachenstick F.

Beziiglich dieser Forderung bemerke ich Folgendes:

Ein Minimalflichenstiick, fir welches der im Vorstehenden geforderte
Nachweis gelingen soll, darf nicht ein ganz beliebiges sein; denn es gibt un-
endlich viele Minimalflichenstiicke, fiir welche bei unverdndert gelassener Be-

- grenzungslinie die zweite Variation des Kliacheninhalts einen negativen
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Werth erhalten kann, wie ich in einer in den Monatsberichten der Koniglich
Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1872 ver-

offentlichten Abhandlung: ., Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation

des Flicheninhalts von Minimalflichen im Allgemeinen und von Theilen der
Schraubenfliche im Besonderen“ gezeigt habe.

Die Bedingung: ,Die zweite Variation des Flicheninhalts eines solchen
Tlachenstiickes soll bei unverindert gelassener Begrenzung desselben negative
Werthe nicht annchmen kénnen“ ist zweifellos eine nothwendige; aber
es darf aus dem Umstande, dass diese Bedingung fir ein bestimmtes Minimal-
flichenstick M erfillt ist, nicht ohne Weiteres der Schluss gezogen werden,
dass dieses Flichenstiick wirklich kleineren Flacheninhalt besitzt, als jedes
andere, von derSelben Begrenzungslinie begrenzte, ihm unendlich benachbarte
Flichenstick. Denn bei einem Probleme der Variationsrechnung ist iberhaupt
die Untersuchufig der in Betracht kommenden zweiten Variation allein, wie
Herr WeiersTrass nachgewiesen hat, im Allgemeinen nicht ausreichend,
um mit Sicherheit auf das Eintreten eines Maximums oder Minimums schliessen
zu konnen. :

In dieser Hinsicht bediirfen einige in der erwihnten Abhandlung aus dem
Jahre 1872 ausgesprochene Behauptungen einer noch eingehenderen Begrindung.

In der That kann der geforderte Nachweis mittelst des in den vorher-
gehenden Artikeln dargelegten Beweisverfahrens fir jedes Minimalfiachenstick M
gefiihrt werden, fir dessen beide Seiten eine das Flichenstick M enthaltende
Schaar von Minimalflichenstiicken construirt werden kann, welche so beschaffen
ist, dass ¢er Abstand je zweier unendlich benachbarter Flichensticke der
Schaar iiberall eine unendlich kleine Grosse derselben Ordnung ist.

Denn unter dieser Voraussetzung ist es moglich, auf der einen Seite
des Minimalfliichenstiickes M einen Raum R, auf der anderen Seite desselben
einen Raum R” abzugrenzen, so dass der aus den beiden Riumen R’ und R”
bestehende Raum, welcher mit R bezeichnet werden soll, ausser der Gresammt-
heit derjenigen Punkte, welche den Minimalflichensticken der beiden Schaaren
angehoren, keine anderen Punkte enthilt. ' ,

Es gilt dann der Satz: Jede nicht in ihrer ganzen Ausdehnung mit dem
Minimalfiachenstiicke M. zusammenfallende, aus einer endlichen Anzahl von
Stitcken analytischer Flichen bestehende, zusammenhingende Fliche F, deren
vollstindige Begrenzung von der Begrenzung des Minimalflichenstickes M ge-
bildet wird, und welche so beschaffen ist, dass alle Punkte dieser Fliche dem
Raume R angehoren, besitzt grosseren Flicheninhalt, als das Minimalflachen-
stick M.

e e e
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Ein Beweis fiir die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus
der Formel (5.) des Art. 2

F-=S :fy(l — cosm) dF,

welche den in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Ausfilhrungen zufolge
fir jede den angegebenen Bedingungen geniigende Fliche F Geltung hat.

7.

Geometrische Deutung einiger eine Schaar von Minimalftiichenstiicken betreﬁ'ender
Formeln.

In der im vorhergehenden Art. angefihrten Abhandlung habe ich ge-
zeigt, dass die Frage, ob es moglich ist, zu einem Minimalflichensticke M
ein in der ganzen Ausdehnung desselben unendlich benachbartes Minimal-
flichenstiick zu construiren, welches mit dem Minimalflichensticke M keinen
Punkt gemein hat, fiir alle Minimalflichenstiicke, welche dasselbe sphiirische
Bild besitzen, in gleicher Weise zu beantworten ist.

Von den Bezeichnungen, welche ich in dieser Abhandlung angewendet
habe, werde ich auch in dem Nachfolgenden Gebrauch machen.

Es bezeichnen die Grossen s,s, die beiden complexen verinderlichen
Grossen:

s=E4mi, 5, =&
als deren Functionen die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer Minimal-
fliche betrachtet werden. Siehe die Abhandlung des Herrn WgisrsTraAsS:
Ueber die Fléchen, deren mittlere Kriimmung iberall gleich Null ist, Monats-
berichte der Berliner Akademie vom Jahre 1866, Seite 618.

Es bezeichnen £, die rechtwinkligen Coordmaten eines Punktes in der-
jenigen Ebene, auf welche die Fliche der Hiilfskugel mit dem Radius 1 durch
stereographische Projection conform tbertragen wird.

Es bezeichnet T dasjenige Stiick dieser Ebene, welches dem zu betrach-
tenden Minimalflichenstiicke M entspricht. .

Wenn nun die lineare partielle lzfjﬁerentialgleichung zweiter Ordnung

oy 0% 84

2 2:0
oF T on® +(1+§2+n)

ein particulires Integral besitzt, welches sich im Innern des Bereiches T re-
guldr verhdlt, im Innern und lings des Randes dieses Bereiches nur reelle
und zwar iberall endliche, von Null verschiedene Werthe annimmt, so
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lisst sich stets eine einfach unendliche Schaar von Minimalfiachenstiicken an- |
geben, zu welcher dds betrachtete Minimalflichenstiick M gehort, und welche : ;
die Eigenschaft besitzt, dass der Abstand je zweier unendlich benachbarter |
der Schaar angehorender Minimalflichenstiicke iiberall eine unendlich kleine |
Grosse derselben Ordnung ist. '
Bezeichnen némlich | P
z, y, ¢ die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes P des )
Minimalfischenstiickes M, {
X, Y, Z die Cosinus der Winkel, welche die Normale des Flachenstiickes {
M im Punkte P mit den positiven Richtungen der Coordinaten-
axen einschliesst, ' {
& + &0z, y + &0y, 2 + edz die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes P’
cines beliebigen Minimalflichenstickes M’ der Schaar, wobei
dz, oy, 0z von der Grosse ¢ dem Parameter der Schaar, unab-
héngig sind, :
so ergibt sich, wenn festgesetzt wird, dass die Normale. des Flichenstiickes M
im Punkte P’ der Normale des Flichenstiickes M im Punkte P parallel sein
soll, folgendes System von Gleichungen

Xdz + Ydy + Zdz =0, Xdox + Yddy + Zddz =0, Xoz + Yoy + Zoz = 24,
0w =2Xep+ (1 — %) 2 4 (1 — ) 50 Yoo — Zoy =i (1 - )% (1) ¥

Sy = 2 Yap +4(1 +5) 2 —i(1+ sf)%”;: Zow — Xoz =— (1457 2% — (1+5) %%,

oo =27+ 290 4+ 95 W, Xoy—Yeo= 2sL  — s %,
0s 1 ¥

08, 0s 1 9s,
2 2 2 2 O 0 2 2\2 0 2 op\?
(02 — 2Xp)* + Oy — 2Xp)* + (02 — 2Z4)" = 4(1 + s5,) Tl =&+ [(gg- +(~(§§) ]
2 0 4
0z dz + 0y - dy + dz-de = (1 4 ss)) (%(s) % ds + % .(s,) %dsl),
0z -dX + 0y -dY + 0z dZ = 2 dv.

In diesen Gleichungen bezeichnet das erwahnte particulire Integral der
angegebenen partiellen Differentialgleichung.

Die Bedeutung der Functionen F(s), F,(s,) ist a. a. O. erklart.

Aus dem vorstehenden Systeme von Gleichungen ergibt sich, dass die
Richtung der Strecke mit den Coordinaten dz, dy, 9z einen rechten Winkel
einschliesst mit der Richtung derjenigen im Punkte mit den Coordinaten X, ¥, Z
die Hilfskugel X® + ¥* 4+ Z* =1 beriihrenden Geraden, welche der Fortschrei-

tung in der durch die Gleichung
42
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dzb:%%ds-{—%pdsl =0

bestimmten Richtung entspricht.

Betrachtet man die Schaar der auf dieser Hilfskugel liegenden Curven,
lings welcher die Function % einen constanten Werth besitzt, construirt zu
dieser Schaar die Schaar der orthogonalen Trajectorien und bezeichnet mit dg
die Lénge eines Linienelementes der durch den Punkt mit den Coordinaten
X, Y, Z gehenden, auf der Kugel X* + ¥*+ 2*=1 liegenden orthogonalen
Trajectorie der Curvenschaar 4 = const., so ergibt sich
e ds=Ginds, Ao’ = dsds, (108 ) (2 )=y,

wenn mit Z—Z’ die in der Richtung des betrachteten Curvenelementes genommene

partielle Ableitung der Function 4 bezeichnet wird. Wird nun die Festsetzung
getroffen, dass die Richtung, in welcher die Bogenlinge q zunimmt, diejenige
sein soll, in welcher die Function 1 ebenfalls zunimmt, so stimmt diese Rich-
tung mit der Richtung derjenigen Strecke iberein, deren Coordinaten

0z — 2Xqh, dy — 2 X, 0z — 274

sind, wihrend die Grosse 2%;”— die Linge dieser Strecke ergibt. Die Rich-

tung dieser Strecke steht zu der Richtung desjenigen dem Flachenstﬁcke M
angehorenden Curvenelementes, welches im Punkte P der durch die Gleichung

. dq/,:%-der%;%dSl:O

bestimmten Fortschreitungsrichtung entspricht, in der einfachen Beziehung, dass
die Halbirungslinie des durch diese beiden Richtungen bestimmten Win-
kels der Tangente einer der beiden durch den Punkt P hindurchgelienden
Asymptotenlinien des Minimalflichenstickes M parallel ist. Mit an-
deren Worten: Die beiden mit einander verglichenen Richtungen. sind in Be-
ziehung auf den zu dem Punkte P des Minimalflichenstickes M gehorenden
Durin’schen Kegelschnitt zu einander conjugirt.

Der geometrische Ort desjenigen Punktes, dessen rechtwinklige Coordi-
naten beziehlich die Grosse -

20Xy,  2Yy, 274

haben, ist die Fusspunktfliche einer Minimalfiiche, welche letztere sich
als geometrischer Ort eines Punktes erweist, dessen rechtwinklige Coordinaten
beziehlich dz, dy, 62 sind; der Coordinatenanfangspunkt ist hierbei der Pol.
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Da die Grosse ¥ der Voraussetzung zufolge fir kein dem Bereiche T
angehorendes Werthepaar £, gleich Null wird, so liegt der Coordinaten-
anfangspunkt in keiner der Tangentialebenen des dem Bereiche T entsprechen-
den Stiickes dieser Minimalfiache, welches mit M bezeichnet werden moge.

Bs ergibt sich hieraus folgender Lehrsatz.

Fin bestimmtes Stiick M einer Minimalflache besitzt unter allen von den-
selben Randlinien begrenzten und ihm unendlich benachbarten Flichensticken
den kleinsten Fliacheninhalt, wenn es ein zusammenhingendes dem betrachteten
Flachensticke M durch parallele Normalen Punkt fir Punkt entsprechendes
Minimalfizchenstiick I gibt, dessen simmtliche Tangentialebenen von einem
und demselben Punkte des Raumes einen von Null verschiedenen Abstand
haben.™)

8.

Unterscheidung dreier Fille. Tragweite der durch die Betrachtung derselben zu
treffenden Entscheidung.

Durch das in den vorhergehenden Artikeln entwickelte Beweisverfahren

ist die Frage tiber das Eintreten des Minimums des Flicheninhalts bei unver-
andert gelassener Begrenzungslinie far alle diejenigen _Minimalfiichenstiicke M
in positivem Sinne entschieden, deren sphirisches Bild- einem Bereiche T ent-
spricht, fir dessen Inneres eines der particuldren Tutegrale der partiellen Diffe-
rentialgleichung

i 9

e RAIc o
sich regulir verhalt und nur reelle, endliche, von Null verschiedene Werthe
annimmt ; die letztere Bedingung muss hierbei zunichst auch fiir alle Punkte
der Begrenzung des Bereiches T gestellt werden.

Bs entsteht nun die Frage nach dem diesem Entscheidungsgrunde beizu-
legenden Grade der Allgemeinheit.

In der im Art. 6 angefiihrten Abbandlung habe ich drei Fille unter-
schieden, ohne den Beweis dafiir anzutreten, dass durch dieselben die Ge-
sammtheit aller Fille erschopft wird, welche in Bezug auf die Entscheidung
der vorliegenden Frage eintreten kopnen. s sind dies folgende drei Falle:

1. Es gibt ein particulares Integral der angegebenen partiellen Differen-

*) Vergl. des Verfassers Abhandlung: Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen, Viertel-

jahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zivich, XIX, Jahrgang. Seite 270. Journal fiir Mathe-
matik. Band 80, Seite 299.

o e
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tialgleichung, welches in Bezug auf den betrachteten Bereich allen aufgestellten
Bedingungen geniigt.

II. Es gibt ein particulires Integral der angegebenen partiellen Diffe-
rentialgleichung, welches zwar im Innern des betrachteten Bereiches den auf-
gestellten Bedingungen geniigt, aber lings der ganzen Begrenzung desselben
den Werth Null annimmt.

III. Es gibt ein particulires Integral der angegebenen partiellen Diffe-
rentialgleichung, welches so beschaffen ist, dass dieses Integral fir einen
Theil des betrachteten Bereiches den Bedingungen des vorhergehenden Falles
(IL.) geniigt.

Tritt fir ein gegebenes Minimalflichenstick M der er rste Fall ein, so
besitzt dasselbe, wie durch das in den vorhergehenden Artikeln entwickelte
Beweisverfahren erhirtet wird, in dem angegebenen Si\nne wirklich ein Mini-
mum des Flidcheninhalts. >

Tritt fir das betrachtete Minimalfiichenstiick M der dritte Fall ein, so
gibt es unendlich viele, dem betrachteten Minimalflicheustiicke unendlich be-
nachbarte, von derselben Randlinie begrenzte Flichenstiicke, welche kleine-
ren Flicheninhalt haben als das Minimalflichenstick M. Ks tritt also in
diesem Falle fir das betrachtete Minimalflichenstick ein Minimum des Flichen-
inhalts nicht ein. ‘

Der zweite Fall ist fir die vorliegende Untersuchung als Grenzfall
anzusehen, dessen Kintreten eine besondere Untersuchung erfordert.

Der Nachweis, dass durch die angefiihrten drei Fille die Gesammtheit
aller Fille erschopft wird, welche in Bezug auf die Entscheidung der vorlie-
genden Frage eintreten konnen, scheint nicht ohne cin genaueres Eingehen auf
einige Bigenschaften derjenigen reellen Functionen zweier Argumente gefithrt
werden zu konnen, welche, wenn p(£n) eine gegebene Function dieser beiden
Argumente bezelchnet, die in dem Detrachteten Bereiche nur positive
Werthe annimmt, einer partiellen Differentialgleichung von der Form

0?2
0§" + 0,7u +p<ga/'7) =0

~geniigen. Diese Untersuchung bildet den Gegenstand des zweiten Theiles der

vorliegenden Abhandlung.
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ZWEITER THEIL.

Integration der partiellen Differentialgleichung

0%u 024
—d-m-i_—{— 0y +p-16:0 ,

unter vorgeschriebenen Bedingungen.

9.
Stellung der Aufgabe.

s sei gegeben ein ebener, zweifach ausgedehnter, zusammenhiingender,
ganz im Endlichen enthaltener Bereich T, dessen vollstandige Begrenzung von
ciner endlichen Anzahl von Sticken analytischer Linien gebildet wird.

Die den Bereich T geometrisch darstellende Riemanx’sche Fliche, welche
ebenfalls als gegeben betrachtet wird, kann einfach oder mehrfach zusammen-
hingend, einblittrig oder mehxblattrig sein; im létzteren Falle wird voraus-
gesetzt, dass dieselbe nur eine endliche Anzabl von Blittern und nur eine
endliche Anzahl von Windungspunkten besitzt.

In der Ebene des Bereiches T denke man sich ein rechtwinkliges Coor-
dinatensystem angenommen und bezeichne mit x, ¥, beziehungsweise mit & 9
die auf dieses Coordinatensystem bezogenen rechtwinkligen Coordinaten einer
beliebigen Stelle (x, ¥), beziehungsweise (£, 1) des Bereiches T.

Es bezeichne p =p (z,%) eine gegebene, fir jede Stelle (z,y) des Be-
reiches T eindeutig erklarte, stetige Function der Grossen &, Y.

Unter der Voraussetzung, dass diese Tunction nur positive Werthe an-
nimmt, welche den Werth P an keiner Stelle iibersteigen, handelt es sich
darum, zu untersuchen, ob es moglich ist, die partielle Differentialgleichung

0*w 02w . . 02w 02w
T T o +p.w=0, oder, wenn der Ausdruck 5+

mit dw bezeichnet wird, die partielle Differentialgleichung Jw +p-w=0 fir
den Bereich T gewissen yorgeschriebenen Bedingungen geméss zu integriren.

Hierbei wird gefordert, die Tunction w soll fir alle dem Innern und der
Begrenzung des Bereiches T angehorenden Stellen stetig bleiben, eindeutig

zur Abkirzung

e
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erklirt sein und nur reelle Werthe annehmen; die partiellen Ableitungen der

Function w, %"—, —Zg sollen im Innern des Bereiches T nicht langs einer Linie
unstetig sein.

Die Hauptfrage, auf deren Beantwortung es ankommt, ist die folgende:
(Gibt es eine fir den betrachteten Bereicu T allen angegebenen Bedingungen
gentigende Function w, welche im Innern und lings der ganzen Begrenzung

dieses Bereiches nur positive, von Null verschiedene Werthe annimmt?

10.

Einige als bekannt vorauszusetzende Hiilfssiitze.

In Folge der beziglich des Bereiches T gestellten Voraussetzungen ist
es moglich, wie ich in einer in den Monatsberichten der Koniglich Preussischen
Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1870 veroffentlichten Ab-
handlung ) bewiesen habe, die particlle Differentialgleichung 4w =0 fiir den
Bereich T gewissen vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen ge-
miss zu integriren. -

Insbesondere ergibt sich aus einem in dieser Abhandlung *¥) gefithrten
Beweise, dass es, wenn mit (z,y), (§7) irgend zwei von einander ver-
schiedene Stellen des Bereiches T bezeichnet werden, stets eine Function
G =G (x,y; £ ) der vier Argumente z,y, £ n gibt, welche folgende Kigen-
schaften besitzt: .

1. Als Function der beiden Argumente z,y betrachtet gentigt die Func-
tion G (z,y; &, n) der partiellen Differentialgleichung 4G = 0.

2. Bei der Anniherung der Stelle (w,y) an die Stelle (£, 4) wird die
Function G (x,y; &, 5) in derselben Weise logarithmisch unstetig, wie die

Function _WaT) log {(oc — &P+ (y— 71)2] . Die Grosse m bezeichnet hier-

bei eine bestimmte ganze Zahl, welcher, wenn die Stelle (£ %) nicht mit ei-
nem Windungspunkte des Bereiches T zusammenfillt, der Werth 0, andern-
falls, weun @ die Ordnungszahl dieses Windungspunktes bezeichnet, der Werth
« beizulegen ist. '

3. Lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T wird die Function

G (x,y; & n) gleich Null.

2 2
*) Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung %-{-—g—y—f = 0 unter vorge-

schriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Seite 767—795.
*¥) Seite 786 ff.
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In Folge dieser Eigenschaften besitzt die Function G (z,y; &,m) zugleich
die Eigenschaft, fiir -alle dem Innern des Bereiches T angehorenden Stellen
(z,y) nur positive Werthe anzunehmen und ihren Werth nicht zu dndern,
wenn die beiden Stellen (z,y) und (£7) mit einander vertausch werden.

Wird nun mit f () eine fir alle Stellen (€,m) des Bereiches T ein-
deutig erklirte, stetige Function der beiden Argumente (£,3) bezeichnet, so
ergibt die Formel "

(6.) w:ww,y):%fff(%, n) G (& n; =, y) dé dn,

wenn die Integration iber den Bereich T erstreckt wird, ein particuldres In-
tegral der partiellen Differentialgleichung .

(7.) 4w+ f (z,y) =0,
welches fur alle dem Innern und der Begrenzung des Bereiches T angeho-
renden Stellen eindeutig erklirt ist, stetig bleibt und lings der ganzen Be-

grenzung dieses Bereiches gleich Null wird. Die Ableitungen %g’ %‘j sind im
Innern des Bereiches T nicht lings einer Linie unstetig.

Durch die angegebenen Kigenschaften ist dieses particulire Integral der
partiellen Differentialgleichung 4w + f(z,y)=0 eindeutig bestimmt.

Auf die Beweise dieser Sitze, welche ich fir die folgende Untersuchung
als bekannt voraussetze, gehe ich hier nicht ndher ein.

11.

Voraussetzung der Existenz einer fiir den Bereich T den gestellten Bedingungen
geniigenden Function w«, welche fiir keine Stelle dieses Bereiches den Werth
Null annimmt. Folgerungen.

Wenn vorausgesetzt wird, dass fiur den Bereich T eine Function w exi-
stirt, welche fiir diesen Bereich im angegebenen Sinne die partielle Differen-
tialgleichung 4w + p-w =0 befriedigt, und welche sowohl im Innern, als auch
lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T nur positive, von Null ver-
schiedene Werthe annimmt, so kann geschlossen werden wie folgt.

Es bezeichne w, = w, (z,y) eine fir den Bereich T der Differentialglei-
chung 4w, = 0 geniigende Function, welche lings der ganzen Begrenzung die-
ses Bereiches mit der Function w ibereinstimmt. Ks gibt stets eine und nur
eine einzige solche Function und zwar nimmt dieselbe fiir alle Stellen des
Bereiches T nur positive, von Null verschiedene Werthe an.

Die Function w — w,, welche lings der ganzen Begrenzung des Bereiches
T den Werth Null hat, geniigt fiir den Bereich T der partiellen Differential-
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5: , gleichung 4 (w—w,) + p-w=0 und nimmt im Innern dieses Bereiches eben-
(1 falls nur positive Werthe an. |

“ 4 Der grosste Werth, welchen der Quotient -iwl;)w” innerhalb des Bereiches
; T annimmt, werde mit ¢ bezeichnet. Die Grosse ¢ ist kleiner als 1.

; 1 ' Man denke sich nun fiir den Bereich T die Functionen w,, w,,w,, .,
w, _y, W, - - - deren Anzahl unbegrenzt ist, durch die Bedingung bestimmt,
dass die Function w, der partiellen Differentialgleichung

aE ’ - (8) Aw, +pw, =0 n=1,2,8... o)

. génuge‘n und lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null

{ ‘ haben soll. :

?

{

{

Aus der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn p & n)-w,_(&n)
an die Stelle von 7(£,7) gesetzt wird, dass die Function w,(x,y) im Innern
des Bereiches T nur positive Werthe annimmt, wenn die Function w, _ (&)

* dieselbe Eigenschaft besitzt. Da nun die Function w, (€,m) dieser Bedingung
entspricht, so nimmt jede der Functionen w,, w,,10,, - - Wy, - - - 1M Innern des
Bereiches T nur positive Werthe an.

Aus dem Systeme von Gleichungen

. A(w—w,)+pw=0
" A (w—w,—w)+pw—w,)=0

Begrenzung des Bereiches T den Werth Null annimmt, durch wiederholte
i Anwendung der Formel (6.) des Art. 10, dass jede dieser Functionen im
j | Tnnern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt.

Aus der Beziehung w—w, = qw ergibt sich in Folge der Gleichungen
(9.) unter wiederholter Anwendung der Formel (6.) des Art. 10 folgendes
/ System von Ungleichheiten

:\‘ (9) A(w——wo_w1_w2)+p'(w—wo—wl):0
‘ 1 Ad{(w—w, = w, —" —w,) + p{w—w, —w, — —w,_1)=0
i
BN ergibt sich, da jede der Functionen w—w, —w, —..—1W, lings der ganzen

w—w, —w, < glw—w,)
w—w, —w, —w, < q.(w—wo-—wl)

L w—wo—wl—~-—-wn<q-(w—wo—wl—'-—w,,_l),

%' (10)
!
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Fir jeden Werth des Index » besteht also die Beziehung
(11.) W—w, —w, — =W, < Tw

Hieraus folgt, da die Grosse ¢ kleiner als 1 ist, dass die aus den Functio-
nen w,,w,,w,, .. gebildete unendliche Reihe w, +w, +w, + -+ w, -+ - - in inf.
fir alle dem Berelche T angehorenden Stellen (x ) unbedlngt und in glei-
chem Grade convergirt. Die Function w, deren Existenz vorausgesetzt wurde,’
ist die Summe dieser Reihe. ‘

12. K

Weitere Folgerungen.

Die Function w, ist eindeutig bestimmt durch diejenigen Werthe, welche
die Function w langs der Begrenzung des Bereiches T annimmt; dasselbe gilt
von jeder einzelnen der Functionen w,, w,, .. %Wy, - - .

Man kann nun die Werthe, welche eine stetige reelle Function v, = u, (2, ¥)
der beiden Argumente z,y lings der Begrenzung des Bereiches T annehmen
soll, willkiirlich vorschreiben und die partielle leferentm101elchung du, =0
fir den Bereich T so integriren, dass die Function u, (z, y) dieser vorgeschme-
benen Grenzbedingung genigt.

Wenn mit & der kleinste, mit g der grosste unter allen denJenlgen Wer-

then bezeichnet wird, welche der Quotient Zf((x i’/)) lings der Begrenzung des

Bereiches T annimmt, so nimmt auch im Innern des Bereiches T von den
beiden Functionen wu, (x,y) — kw,(x, ), w,(@,y) —gw,(z,y) die erste an kei-
ner Stelle einen negativen, die zweite an keiner Stelle einen positiven Werth
an. Denkt man sich nun fir den Bereich T die Functionen w, %,, t, . . ty, - -
bestimmt, welche aus der Function u, auf dieselbe Weise hervorgehen, wie
die Functionen w ,w,, w,,. - W,, . aus der Function w, hervorgegangen sind,
so ergibt sich, dass im Innem des Bereiches T von den beiden Functionen
u, — kw,, u, — gw, die erste an keiner Stelle einen negativen, die zweite an
keiner Stelle einen positiven Werth annimmt.

Hieraus folgt, dass die unendliche Reihe w, +u, +u, + - 4w, + .. fiir
alle Stellen des Bereiches T unbedingt und in gleichem Grade convergirt.
Die Summe dieser Reihe, welche mit u=u (z,y) bezeichnet werden soll, ist
eine Function, welche in Folge der Gleichung

12)  uleg)—ulen) = [ [pE D uEn) GE; o) & dn
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fir den Bereich T der partiellen Differentialgleichung 4u +p-u =0 geniigt
und lings der Begrenzung dieses Bereiches mit der Function w (z,y) iber-
einstimmt.

Hieraus ergibt sich folgender Satz:

Wenn es eine Function w gibt, welche fir den betrachteten Bereich T
in dem erklirten Sinne der partiellen Differentialgleichung 4w +p-w =10 ge-
niigt und nur positive, von Null verschiedene Werthe annimmt, so ist es mog-
lich, diese Differentialgleichung fiir den betrachteten Bereich so zu integriren,
dass das Integral derselben lings der Begrenzung des Bereich( #T mit einer
beliebig vorgeschriebenen, lings dieser Begrenzung stetigen Function iberein-
stimmt und im Innern des Bereiches T den angegebenen Bedingungen geniigt.
Durch die vorgeschriebenen Bedingungen ist dieses particulire Integral der
angegebenen partiellen Differentialgleichung eindeutig bestimmt.

13.

Einfiihrung der Specialisirung w, = 1.

Wenn die im Art. 11 gestellte Voraussetzung jetzt wieder fallen gelassen
und es als noch unentschieden betrachtet wird, ob diese Voraussetzung erfiillt
ist, so kann man gleichwohl, ausgehend von einer beliebig getroffenen Fest-
setzung iiber diejenigen Werthe, welche eine Function w (z,y) lings der Be-
grenzung des Bereiches T annehmen soll, fiir den betrachteten Bereich T eine
unendliche Reihe von Functionen w,,w  w,, .. w,, . bestimmen, welche die
Figenschaft haben, dass die Function w, fir jeden positiven Werth des Index
n lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null annimmt
und der partiellen Differentialgleichung 4w, + p-w, _; =0 in dem angegebenen
Sinne geniigt, wihrend Jw =0 ist.

Die einfachste Annahme, von welcher man ausgehen kann, ist, dass der
Function w_ lings der ganzen Begrenzung und demzufolge auch fiir das Innere
des Bereiches T ein constanter Werth und zwar der Werth 1 beige-
legt wird.

Diese Annahme soll der folgenden Untersuchung zu Grunde gelegt werden.

Es wird also angenommen, dass fiir den betrachteten Bereich T eine un-
endliche Reihe von Functionen w,,w ,w,,..w,, .. bestimmt sei, welche den
Bedingungen w, =1, dw +p-w,=0, dw,+p w,=0,.. dw,+p-w,_;=0,..
geniigen. Mit Ausnahme von w, ist jede dieser Functionen w, der ferneren
Bedingung unterworfen, lings -der ganzen Begrenzung des Bereiches T den
Werth Null anzunehmen. |
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: 14.
Erklirung der Grossen Wu,n, Vin, Wa.

Unter Zugrundelegung der Annahme, dass die Fuanctionen w,w ,w,,
. W,,- . die in dem vorhergehenden Art. “erklirte Bedeutung haben, sollen,
wenn m,n irgend zwei ganze positive Zahlen bezeichnen, einschliesslich der
Null, mit W, , und V, , die durch die Gleichungen

(13.) W,,,,,_ffpw w, dx dy, Von ff —= dx” 7;’/ )dx dy,

erklirten Grossen bezeichnet werden, wobei die Integratlonen iiber den Be-
Bereich T zu erstrecken sind.

Es sollen nun einige zwischen den Werthen dieser bestimmten Integrale
bestehende Beziehungen hergeleitet werden, welche fir die folgende Unter-
suchung von wesentlicher Bedeutung sind; zugleich ist der Nachweis zu fithren,
dass das mit V,,, bezeichnete Doppelintegral fir jede Combination m,n der
beiden Indices die Eigenschaft besitzt, unbedingt convergent zu -sein.

I. Weil das Doppelintegral ffp w, W, _ dr dy = W,,_, nur positive
T
Elemente enthilt, so hat jedes Doppelintegral ffp w, w, _, dz dy, bei welchem

die Integration iiber einen Theil T des Gebietes T erstreckt wird, einen
endlichen Werth, welcher kleiner als W, ,_, ist.

In Folge der Gleichungen p-w,_,=— dw,, w,=1 geht das Doppelin-

' tegral fjpw w,_, dx dy in ein ecinfaches, lings der Randlinie (T) des Be-

reiches T’ zu erstreckendes Integral iber, némlich in das Integlalf l,
(™)

wenn dl die Linge eines Klementes dieser Randlinie, a;i" den Werth der

in der Richtung der Normale zu dem Randelemente d! genommenen partiellen

Ableitung der Function w, bezeichnet. Als positive Richtung dieser Normale

wird hierbei diejenige fixirt, welche von dem betrachteten Randelemente zu

inneren Punkten des Bereiches T fiihrt.

Das Integral f();; * dl hat hiernach stets einen endlichen, den Werth der
(™)

Grosse W, ,—, nicht ibertreffenden Werth.
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Der getroffenen Festsetzung zufolge ist der Bereich T’ ein Theil des

Bereiches T. Die Wah! des Bereiches T’ ist einzig der Beschrinkung unter-

0w . .
® fiir jeden Punkt der Begrenzung desselben einen
3 J g

v

worfen, dass die Grosse

endlichen bestimmten Werth haben muss. i ,

In dem Folgenden wird der Bereich T’ der Bedingung gemiss gewihlt
werden, dass die Gesammtheit der dem Innern dieses Bereiches angehorenden
Stellen (7, ) ibereinstimmt mit der Gtesammtheit derjenigen Stellen (z, y), fir
welche der Werth einer der erkldrten Functionen wm(cc, y) grosser ist, als
eine von Null verschiedene positive, hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Be-
schrinkung unterliegende Grosse e,

Ist insbesondere die Function p(z,y) eine analytische Function ihrer
beiden Argumente, so ist auch die Gleichung der Begrenzungslinie des auf
die angegebene Weise erklirten Bereiches, w, (z, ) = ¢,, eine analytische Linie
von endlicher Li#nge, welche, wenn einzelne Werthe der Grosse e, ausge-
schlossen werden, die Eigenschaft besitzt, dass fiir jeden Punkt derselben die

0;5" einen endlichen bestimmten Werth hat.
II. Wird dem Index m der Werth # beigelegt und das Gebiet T" durch

die Bedingung w, (z,y) = ¢, erklirt, so ergibt sich die Gleichung
w,

ffp W, W, dx dy = %ffwﬂ dw, dx dy =
T T
d ow,, ow,, \? ow,,
[ aff(G)+ (5
o

(1)

Grosse

)] dz dy.

Da das Randintegral, dessen Werth e, f %;ﬁ dl nicht grosser ist als e, W, ,_y,
D)

fir lime,= 0 ebenfalls den Grenzwerth Null hat, so ergibt sich, weil beim

Uebergange zur Grenze & =0 der Bereich T’ in den Bereich T ibergeht,

die Gleichung

(14)  Wosu=[pu, . w,dndy= f f [<%>+ (";‘;)] dedy=7, ..
T. T

Durch die vorstehende Gleichung ist zugleich der Nachweis erbracht,
dass das mit V, , bezeichnete bestimmte Integral, dessen Klemente simmtlich
positiv sind, die Kigenschaft besitzt, unbedingt convergent zu sein.
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Aus der unbedingten Convergenz der beiden, der getroffenen Festsetzung
zufolge mit V,, , und V, , zu bezeichnenden bestimmten Integrale ergibt sich

als Folge der Beziehungen
— 1 (%l)m 2 1 01()” 2 — 0wm 2 i (9w" 2
<?(5;>+7<7; ) <z\®m )Tz 0y>’

dass das mit V,, , bezeichnete bestimmte Integral die Eigenschaft, unbedingt
convergent zu sein, ebenfalls besitzt.

III. Wenn unter Beibehaltung der im Vorhergehenden unter II. ange-
gebenen Erklirung des Bereiches T fir p-w, der Ausdruck — Aw, ., ge-
setzt wird, so ergibt sich

. dwm+l 0wm+l ow,, 0wm+1 ow,,
f fp W, W, dec dy —fw,, > al + ) S o
&) -~

I\

ow,, dw,

ow,, 0&
oy dy

dx or

) du dy.

ow . »
;":f L dl, welcher nicht grosser als

Da der Werth des Randintegrals f W,

()
&, Wo o ist, fiir lime, =0 ebenfalls den Grenzwerth Null besitzt, so ergibt sich,
weil fir lime, =0 der Bereich T” in den Bereich T ibergeht, die Gleichung

(15.) VIfm,n: V;n+1,n'

-

Den Erklirungen der Grossen W, ., V,, . zufolge dndert keine dieser
beiden Grossen bei der Vertauschung beider Indices ihren Werth, es besteht
daher die Gleichung

(]‘6) Wm,;L: m+1, n = Vn,m-’rl'

Andererseits hat in Folge der Gleichung (15.) auch die Grosse W, _y, .11
den Werth V, ,4,. Hieraus ergibt sich die Gleichung

(17') Wm,n: -W;1—1,7)L+1:Wm+1,n—1'

Durch Wiederholung der Schlussweise, welche von der Grisse W, , zu
der Grosse W,y ._ gefilhrt hat, ergibt sich die Gleichung

—_— 7 _ —_— o — — e —
(18') T/I/m,n— Wm-}—l, n—1" Wm—}—Q,n—-Z—“ - mtkyn—k - m+n,0°

Wird nun die Grosse W, .o zur Abkirzung mit W, ., bezeichnet, so
ergibt sich

(19) mn,n — me-}—n) -V'm,n - Wm—l,n = W;n-}-n—l'
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Es bestehen also fir jeden ganzzahligen Werth von %, welcher kleiner
ist als n, die Gleichungen

(20.) ffpwowndwdy:ffpwkwn,kdxdy:VV,,,
T

ow, dw,  dw, ow, oWy 44 ()wn_ k MWy 4y 0w, _y —
ff(‘d?_ax—-i' >d.‘l:dj ff( = 3 3 de dy =W,
T

15.

Einfiithrung der Constante c.

Der bekannte Satz, dass die Discriminante einer definiten bindren qua-
dratischen Form stets einen positiven von Null verschiedenen Werth besitzt,
kann dazu angewendet werden, um eine Beziehung zwischen den absoluten
Betragen der iber denselben Bereich T auszudehnenden drei Doppelintegrale

4 :fqu dr dy, B :ffq)% dx dy, O:ffxe dz dy herzuleiten, eine Bezie-

hung, deren Kenntniss fiir die folgende Untersuchung von Wichtigkeit ist.
Die Grossen ¢,y bedeuten zwei reelle, fiir alle Stellen (z,y) des Be-
reiches T eindeutig ferklirte Functionen der beiden Argumente z,y, welche
die Kigenschaft haben, erstens,/dass die iiber den Bereich T ausgedehnten
Doppelintegrale 4, B, C unbedingt convergent sind, zweitens, dass der Quo-
tient der beiden Functionen ¢ und 4 nicht einer Constanten gleich ist.
Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die binire quadratische Form

ff(aq>+ﬁx)2 drdy=A.¢>+2B.ef 4 C.8* eine definite, weil das Doppel-

integral, dessen Werth mit dem Werthe der quadratischen Form tibereinstimmt,
fir kein von dem Werthepaare « =0, § = 0 verschiedenes Paar reeller Werthe
der Grossen «,f gleich Null wird. Hieraus ergibt sich also die Beziehu..g

(21.) AC — B* >0 oder IB|<\/Z-\/U.

Wenn ¢ =|/p.w,, 3 =|/p.w,., gesetzt wird, so erhalten A, B, C be-
ziehlich die Werthe Wy, Wa, 11, Wauss. Bs besteht demnach zwischen diesen
drei Grossen die Beziehung

Wont1  Wonyo
29. 2 .
(22.) Wou < Wont1




Ueber ein specielles Problem der Variationsrechnung. 345

Durch eine ganz analoge Schlussweise ergibt sich aus der Gleichung

0 (a D\2 (0 (ew, + puw, 2 2 2
ff[(-ﬂ:;#&—)) +(*(—l~o%yﬁliﬁ> ] dx d?/:W2n-1'“ + 2 W, - “ﬁ+W2n+1-ﬁ
T

die Beziehung

W, W
(23.) e ak
2n—1 2n

Durch Verbindung der beiden Beziehungen (22.) und (23.) ergibt sich
Ve _ W _ W WV |
(24.) W< < << W, < W, <

n—1 n

Wy . . .
Wird nun der Werth des Quotienten 5 ; mit ¢, bezeichnet, so wird

jedem den angegebenen Bedingungen geniigenden Bereiche T eine unbegrenzte
Anzahl bestindig zunehmender Constanten ¢, ¢,, c,,- - C,, - - zZugeordnet.

Die obere Grenze dieser constanten Grossen, eine fiir den betrachteten
Bereich T in Bezug auf die zu Grunde gelegte positive Function p charakte-
ristische Constante, moge mit ¢ bezeichnet werden.

Dass die Grossen ¢, ¢, C,,- - Cq, - - eine bestimmte endliche obere Grenze
besitzen, kann folgendermassen bewiesen werden.

Es bezeichne g den grossten unter allen denjenigen Werthen, welche
dic Function w, innerhalb des Bereiches T annimmt. Unter dieser Voraus-
setzung erlangt keine der Functionen w, — gw, ,w, —gw,,. W, — gW,_y, - M

Tnnern des Bereiches T einen positiven Werth, mithin haben die Grossen

Wan—gWg,,_lszpwn (w, — gw, ) dz dy,
' T

W2n+1 -4 W2n :ffp wn—}-l (u;n /) ujn—l) d.’I/' d.?/
T

negati@e Werthe, folglich ist jede der beiden Grossen cu,, Co,qq kleiner als
dic Grosse g. Hierauns ergibt sich aber, dass die obere Grenze ¢ der Con-
stanten ¢, ¢, C,, .-Gy, - -- einen endlichen Werth besitzt.

1) Ta2?

16.

Einfithrung der Grisse Q.

Aus der im vorhergehenden Art. abgeleiteten Beziehung zwischen den
Werthen der mit 4, B, C bezeichneten drei Doppelintegrale ergibt sich, wenn
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¢ =p(z,y) 2 VW"’y)’ 1= G (x,y;&n) geretzt, und der grosste Werth der

2n

Function p(z,y) mit P, der grosste Werth, den das Doppelintegral

([ @yendeay
T .

annehmen kann, mit £ bezeichnet wird; dass die durch die Gleichung

wa (B m) Oyt & Y)
Vi b= fﬁ(»v) e Gy ) dedy

“—, mithin

bestimmte Grosse - /(g, ) stets klemer ist als die Grosse — ]/

V Wo,

fir alle Werthe des

"2n 1%y

mit ¢ bezeichnet werden moge.
Bezeichnet B den grossten unter allen denjenigen Werthen, welche die

Grosse ¢ =1|/(x — &)+ (y — n)° unter der Voraussetzung annimmt, dass jede
Stelle (2,7) des Bereiches T mit jeder anderen Stelle (£,4) dieses Bereiches
combinirt wird, und wird mit @ die Zahl der Blitter derjenigen Rieman~’schen
Flache bezeichnet, welche den Bereich T geometrisch darstellt, so ergibt sich

¢e=R _94=2a

(,J,§W)<log 52<ng f Zog ) ododdy, < uRx.

o] -

-

17.
Untersuchung der Convergenz der Reihe w, - w, -+ w, + .

Aus der in dem vorhergehenden Art. bewiesenen Figenschaft der Grosse

l/%; fir keinen Werth des Index n die Grosse @ zu iiberschreiten, .ergibt

sich, dass die Reihe
(25.) w=w(m,y;t)=w, +w, (,9)t+w,(@y) "+ .+ w,(2,y) "+ .. in inf.

fir alle Werthe der Grosse ¢, deren absoluter Betrag kleiner ist als %, un-

bedingt und zugleich fiirr alle dem Bereiche T angehérende Stellen (z,y) in
gleichem Grade convergirt.

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus dem Umstande, dass die einzelnen
Glieder der angegebenen Reihe (25.) dem absoluten Betrage nach beziehlich
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kleiner sind als die Glieder der Reihe

QU+ YW, b+ YW, | Wa '),

wihrend der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder dieser letzteren
gleich \/é;i:z;t ist, der Grenzwerth dieses Quctienten filr fmn = o also
den Werth ¢.¢ hat.

Mittelst der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn an die Stelle der
Function f(£,%) der Ausdruck Zp(§ n)w(€ n;t) gesetzt wird, dass die Func-
tion w=w(z,y;t) fir alle Werthe der Grosse ¢, welche Kkleiner als -z— sind,
in dem frither angegebenen Sinne die partielle Differentialgleichung 4w+tp-w = 0
befriedigt.
 Hieraus folgt, dass, wenn die Grosse ¢ kieiner als 1 ist, die im Art. 9
aufgestellte Frage in bejahendem Sinne zu beantworten ist, well in diesem
Falle der Grosse t der Werth 1 beigelegt werden kann.

18.

Untersuchung der Convergenz einiger unendlicher Producte.

fur jeden

w,
Aus der im Art. 16 bewiesenen Kigenschaft der Grosse VV—V"—,
e 2n

Werth des Index % kleiner zu bleiben, als eine bestimmte endliche Grosse ),

ergibt sich ferner, wenn in der Gleichun ff _m . dxdy=1 der eine
8 &J)J l/Wgn VWzn , y
\é

“des unter dem Integralzeichen stehenden Aus-

=
w 2n

2
der beiden Factoren —‘/—U

druckes durch ¢ ersetzt wird, dass die Beziehung besteht

w
" Qdxdy >1.
Jrl:fp l/W2n y

Hieraus folgt, dass die Grosse —=2= “ffp = doc dy fir jeden Werth des
211

Index # grosser ist als die Grosse L, und dass die Grosse W" fiur jeden Werth
2n .

des Index n grosser ist als.—é;-

. B w2 ' c2 c2 c? ¢z .
Da die Grosse . den Werth W .. 2 .3 .. . besitat,
W2n €1€y C3€, C5Cs Con—1Cop

welcher bestindig abnimmt, wenn der Index n zunimmt, und da diese Grosse
bestindig grosser ist als die von dem Werthe des Index » nicht abhingende
44

—' X
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" . , ) w2 : .
Grosse &, so besitzt die Grosse 5— far limm = o einen bestimmten end-
n

lichen von Null verschiedenen Grenzwerth, rii anderen Worten, das unend-
. c2?
liche Product [] < z

n \ Co,__1Cqy,

Kinheit, ist unbedingt convergent.

>, dessen Factoren simmtlich kleiner sind als dje

2

Hieraus folgt unter Bericksichtigung der Beziehung - "7_<7C'L<1,
2n—1%2n 2n
dass auch das unendliche Product 1l (Eci> unbedingt convergent ist.
7 \‘on

Die Factoren des letzteren unendlichen Productes konnen nun in der
Weise in unendlich viele Gruppen von je unendlich vielen Factoren zusam-
mengefasst werden,

dass sich die Gleichung ][] <i): ©1., 5% % L =11 (-02“7*1> ergibt. s
n \ Cg, ¢ n

o c
ist also auch das @nendliche Product [] (ci”c_—"> unbedingt convergent; folg-
lich besitzt, da ci"c“—1<fiﬁ<l ist, das unendliche Product [] (c%") dieselbe

Eigenschaft.
Hieraus ergibt sich aber die unbedingte Convergenz des unendlichen Pro-

ductes ] <ﬁc:16_iﬁ>:H (%)

n

19.

Einfilhrung der Functionen 1, und der Grossen B,. Der Fall ¢ = 1.

Wenn die Functionen m, und die Grossen W, durch die Gleichungen
w,=c"w,, W,=c"®, erklirt werden, so bestehen die Gleichungen

4

1 N ¢ [/ c
Amn+?10‘mn—1:0) %m:WO'TITgi_m

9 c
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In Folge der unbedingten Convergenz des unendlichen Productes [] (ﬁ)
B A\ ¢

nihert sich der Werth der Grosse I, fir unbegrenzt wachsende Werthe des
Index m bestindig abnehmend einem bestimmten von Null verschiedenen
Grenzwerthe, welcher mit  bezeichnet werden soll.

Es ergibt sich ffpm,, dedy=2,, ﬂ pw,w, dedy=2, ,,, 1,<@Q \/58;,.
T T

Aus der Gleichung ff p(w, —w, ) dedy = B, — OBy, 15 + Wy, o Wird

zuniichst gefolgert, dass der Werth des auf der linken Seite dieser Glei-
chung stehenden Doppelintegrales fiir jeden beliebig grossen positiven ganz-
zahligen Werth der Grosse % unendlich klein wird fiir unendlich grosse Werthe

des Index n. Folglich wird auch das Doppelintegral ff p*(w, —w, )" drdy,

dessen Werth kleiner ist als P (2, — 28y, 4, + QBZ,,+2,,) 0,, fur unendlich
grosse Werthe des Index » unendlich klein. Hieraus ergibt sich als eine
Folge der Gleichung

0,41 (2,9) — 0,1 511(2,9) = fpg, [ (&m)— mn+k(§ﬂ?)] G (& n;2,y) A€ dy

-

bei Anwendung des im Art. 15 bewiesenen Hilfssatzes, dass

: P
!m,,+1(x,y)—mn+,‘+1(x,y)|| < 5,;\/‘997:-

Also wird der absolute Betrag der Differenz w, 4, (%,y) — W, 1541 (2, 9),
wenn k eine beliebig grosse positive ganze Zahl bezeichnet, fiir unendlich
grosse Werthe des Index n fir alle dem Bereiche T angehtrenden Stellen
(z,y) in gleichem Grade unendlich klein.

Hieraus ergibt sich aber, dass die Functionen w,(z,y) fir unendlich
grosse Werthe des Index n gegen eine bestimmte Grrenzfunction convergiren,
welche mit m =1 (z,y) bezeichnet werden soll.

Diese Grenzfunction m geniigt in dem frither angegebenen Sinne fiir den

Bereich T der partiellen Differentialgleichung 4w + % pw=0 und nimmt lings

der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null an.

Bs ist hiermit der Satz bewiesen: Wenn die bei Zugrundelegung der
Function p fir den betrachteten Bereich T sich ergebende Constante ¢ den
Werth 1 besitzt, so gibt es stets eine Function w, welche fir den Bereich T
der partiellen Differentialgleichung 4w+ pw =0 geniigt, welche lings der
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ganzen Begrenzung des- Bereiches T den Werth Null, im Innern desselben
aber nur positive Werthe annimmt.

20.

Die Constante ci als Minimum. Folgerungen.

Es bezeichne u=u(z,y) eine stetige, fir alle dem Bereiche T angeho-
renden Stellen (z,y) eindeutig erklirte Function der beiden Argumente ,y,
welche, ohne bestindig gleich Null zu sein, lings der ganzen Begrenzung des
betrachteten Bereiches den Werth Null annimmt und fir welche das iiber den

Bereich T ausgedehnte Doppelintegral ff [(3—3)24- <%)2] dz dy eine bestimmte
T

Bedeutung hat.
Wenn die Werthe der beiden Doppelintegrale

ffﬁ-zﬁ dxdy und { f ,:(%)2%- (%)2:’ dx dy

T

zur Abkiirzung beziehlich mit J,(u) und J (u) bezeichnet werden und mit w,
unter der Voraussetzung, dass der Grésse ¢ ein positiver Werth beigelegt

wird, welcher kleiner ist als %, die im Art. 17 (25.) erkiirte Function
w(x,y;t) bezeichnet wird, so besteht die Gleichung

@) T - - JS 1G5+ ()] e a,

welche sich aus der Identitit

Ju \? ou \? 2 __
(27.) (5)+ (5)~tpu=
ou U Ow \? ou u ow\?, 0 [u? Jw 0 (u? ow u2 y
(3= 5e) (o =55 ) o (o 22) a7 (o3 ) i (dw + tpw)
durch Integration ergibt.
Der Gleichung (26.) zufolge ist der Werth des Quotienten —?% fur jede

den angegebenen Bedingungen gentigende Function u grosser als die Grosse £
Hieraus ergibt sich zunichst der Satz: Unter denjenigen Werthen, welche der

Quotient i}‘% unter den angegebenen Bedingungen annehmen kann, gibt es

keinen Werth, welcher kleiner als % ist.
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Bezeichnet w = w(z,y) die im Art. 19 erklirte Function, so ergibt sich
in Folge der Identitat

@) (o +(5)—Epmt =i (0 3]k (mG) —w e oom)

durch ein Verfahren, welches dem im Art. 14 dargelegten Schlussverfahren
analog ist, die Gleichung

T, (1) — % J (w) =

Hieraus folgt: Der Werth der Grosse z ist der kleinste unter den-

I, (%)
To(w)

jenigen Werthen, welche der Quotient

gen annehmen kann.

Bei gewissen auf den betrachteten Bereich T sich beziehenden Proble-
men der Variationsrechnung fiihrt die Untersuchung der in Betracht kommen-
den zweiten Variation zu der Frage, ob ein iber diesen Bereich auszudehnen-
des Doppelintegral '

fﬂ (5 ]dx dy:Jl(u>—Ju(u>%J(u)

fir alle, den angegebenen Bedingungen geniigenden Functionen % nur positive
Werthe annimmt, oder ob es auch solche Functionen u gibt, fiir welche dieses
Integral den Werth Null oder negative Werthe annimmt.

Diese Frage kann, wenn die Function p den im Art. 9 angegebenen Be-
dingungen geniigt, nach dem Ergebnisse der vorstehenden Untersuchung wie
folgt beantwortet werden.

1. Wenn die bei Zugrundelegung der Function p fur den betrachteten
Bereich sich ergebende Constante ¢ kleiner ist als 1, so nimmt das Dop-
pelintegral J(u) fir alle Functionen, welche den angegebenen Bedingungen ge-
nigen, positive Werthe an.

II. Wenn diese Constante den Werth 1 besitzt, so nimmt das Doppel-
integral J(u) ausser positiven Werthen auch den Werth Null, aber keinen ne-
gativen Werth an.

TII. Wenn die Constante ¢ grosser als 1 ist, so nimmt das Doppel-
integral J(u) ausser positiven Werthen und dem Werthe Null auch negative
‘Werthe an.

Es bezeichne v =v(z,y) ein fur alle Stellen (z,y) des Bereiches T ein-
deutig erklirtes, den im Art.9 angegebenen Bedingungen geniigendes par-
ticulires Integral der partiellen Differentialgleichung 4v +p-v =0.

e B o F oanauia e S NG S5 Ny

unter den angegebenen Bedingun-
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Bezeichnet ¢ eine reelle Constante, so ergibt sich J(v-+eu) —J(v) = & J ().
Hieraus folgt, dass die Grosse J(v) kleiner ist als jede der Grossen J (v + ¢ u),
wemn ¢<1 ist. Ist ¢=1, so besteht fiir alle Werthe von & die Gleichung
J(w+ ew)=J(v). Ist endlich ¢>1, so gibt es unter den Werthen, welche
die Grosse J(v+ e¢u) annehmen kann, sowohl solche, welche grosser sind als
J(v), als auch solche, die kleiner sind als J(v). '

21.

Stetige Aenderung des Werthes der Constante ¢
bei stetiger Verkleinerung des Bereiches T.

Mit T und T mogen zwei den angegebenen Bedingungen geniigende Be-
reiche bezeichnet werden, welche zu einander in der Beziehung stehen, dass
der Bereich T den Bereich T als Theil enthéilt. Derjenige Bereich, welcher
. sich ergibt, wenn aus dem Bereiche T alle Stellen ausgeschieden werden,
welche dem Innern des Bereiches T' angehoren, mige mit T”, die den beiden
Bereichen T" und T” gemeinsame Begrenzungslinie moge mit (I") bezeichnet
werden.

 Es seien ¢ und ¢ die unter Zugrundelegung der Function p fur die bei-
den Bereiche T und T" sich ergebenden charakteristischen Constanten.

Bezeichnet v =v(z,y) ecin Function, welche fiir den Bereich T° dieselbe
Bedeutung hat, wie nach dem Inhalte des Art. 19 die Function w fir den
Bereich T, und wird festgesetzt, dass der Function v(z,y) fir die dem Be-
reiche T” angehorenden Stellen (z,y) der Werth Null beigelegt werden soll,
so ergibt sich die Gleichung

Jl(D—I—eu)——%Jo(v—!—eu)
:Qeff(g—zg—:Jr gg —gg——%pnu)dx dy+e*[J,(u)—%Jo(u)],
L

in_ welcher die Function « die im Art. 20 erklirte Bedeutung hat.
Bezeichnet jetzt d/ die Linge eines KElementes der den Bereichen

T" und T” gemeinsamen Begrenzungslinie (T'),-g—?; die in der Richtung der Nor-

male dieses Elementes genommene partielle Ableitung, wobei diejenige Rich-
tung dieser Normale als positiv betrachtet wird, welche in das Innere des
Bereiches T’ fithrt, so ergibt sich

(29.)  J(0+ eu)— =T, (0+ eu)=— zefuj—ﬁdz + ¢ [J,<u)_ »cl,—Jo(u)] ,
()
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. : . . R ) «
Die Function w kann, weil die partielle Ableitung 5, Wweder lings der
ganzen Begrenzung des Bereiches T, noch lings eines Theiles derselben den

Werth Null annimmt, stets so gewdhlt wérden, dass das Integral f u—g—:— di

einen von Null verschiedenen Werth erhilt. )
Hieraus ergibt sich, dass die Grosse J, (v + su)—%JU(tH— ¢u) bel pas-

sender Wahl der Grosse ¢ und der Function # auch negative Werthe an-

nimmt; der Quotient %“:Z))

nimmt demnach auch solche Werthe an, die

kleiner sind als die Grosse %; also ist die Grosse % kleiner als die Grosse %,*7
mithin ¢ grosser als ¢. .

Hieraus folgt: wenn der Bereich T° ein Theil des Bereiches T ist, so
ist die unter Zugrundelegung der betrachteten Function p fir den Bereich T
sich ergebende Constante ¢ kleiner als die unter Zugrundelegung dieser
Function fiir den Bereich T sich ergebende Constante c. '

Es soll nun bewiesen werden, dass bei einer stetigen Verkleinerung des
Bereiches T der Werth der Constante ¢ sich ebenfalls stetig #ndert.

Fir den Bereich T denke man sich die im Art. 19 erklirte Function
W= mw(z,y) bestimmt, welche, wenn die Grosse % mit ¢ bezeichnet wird, im
angegebenen Sinne der partiellen Differentialgleichung 4w +¢p-w=0 geniigt
und lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null annimmt.
KEs werde nun, wenn ¢ eine von Null verschiedene positive Grosse bezeichnet,
deren Kleinheit keiner Beschrinkung unterliegt, derjenige Theil des Bereiches T,
fir welchen w(2,y)> ¢ ist, mit 1" bezeichnet. Dieselbe Bedentung, welche
die Functionen w, =w, (z,y) und die Grossen W,,¢,, ¢ fir den Bereich T be-
sitzen, moge den Functionen v, =v,(z,%) und den Grossen V,,¢,. ¢ fir den
Bereich 1" zukommen.

Fir alle dem Bereiche T" angehorenden Stellen (z, %) gilt, da die Function 1
fir keine dieser Stellen den Werth Null annimmt, dem Inhalte des Art. 17
zufolge die Gleichung

w=e(v,+v,t+0v,"+0, 8+,
aus welcher sich durch Integration ergibt

[[pwasdy=e(V eV, e4V, 047,040 =eV, (146,046,604 6, 6.6, 0+,
o

Wenn W’ den Werth  des Doppelintegrals auf der linken Seite dieser
Gleichung bezeichnet, so ergibt sich, weil jede der Grossen ¢, kleiner als ¢

und die Grosse c't:-%' kleiner als 1 ist,
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Da lim W fir lim ¢ = 0 von Null verschieden ist, so folgt, dass die Grosse
¢~ ¢ fir unendlich kleine Werthe von & ebenfalls unendlich klein wird.

Bezeichnet nun T* einen beliebigen Bereich, welcher den Bereich 1"
als Theil enthédlt und selbst wieder ein Theil des Bereiches T ist, und be-
zeichnet ¢* den Werth der diesem Bereiche in Bezug auf . die Function p
entsprechenden charakteristischen Constante, so ergibt sich aus zweimaliger
Anwendung des zu Anfang dieses Art. bewiesenen Satzes, dass zwischen den
Werthen der drei Constanten ¢, ¢* ¢ die Beziehung ¢ < ¢* < ¢ besteht.

Hiermit ist der Satz bewiesen: ;

Bei jeder stetigen Verkleinerung des Bereiches T indert sich der Werth
der diesem Bereiche in Bezug auf die Function p entsprechenden charakte-
ristischen Constante ¢ ebenfalls stetig.

22.
8

Anwendung auf den Fall p = A iy’

Wenn die Function p durch die Gleichung Z’Z'QT%FW bestimmt und
x+yi=38, t—yi=s, w=r1 gesetzt wird, so geht die partielle Differential-

gleichung 4w + p-w = 0 iber in

- 0%y +(121[) -0

deren allgemeines Integral, wenn mit G(s), G.(s,) zwei Functionen der beiden
complexen Groéssen s, s, bezeichnet werden, durch die Gleichung
h=G )+ G (s,) - ﬁi— (5,G (s) + 5 G,(s,))

gegeben wird.

Wird die Bedingung gestellt, dass jedem Paare conjugirter Werthe s, s,
ein reeller Werth der Grosse 9 entsprechen soll, so muss die Function G (s,)
mit der zu der Function G (s) gehorenden conjugirten Function des conjugirten
complexen Argumentes iibereinstimmen.

Die Form der betrachteten partiellen Differentialgleichung bleibt ungeiin-
dert, wenn auf dieselbe die gleichzeitigen Substitutionen

as’ —b a8 ,—b,

S'—bls’+al’ 1 bs',+a

angewendet werden. Hierbei bezeichnen ', s’ zwei complexe verinderliche,
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_a,a,b,b vier reelle oder complexe constante Grossen, welche letzteren der

Bedingung unterworfen sind, dass die aus denselben gebildete Grosse aa, + bb,

nicht gleich Null sein darf. Damit jedem Paare conjugirter Werthe der Gros-
sen s,s, ein paar conjugirter Werthe der Grossen s, s, entspreche, sind den
Grossen a, a,;b, b, zwei Paare conjugirter Werthe beizulegen.

Durch die Gleichungen

X = s+8, Y__l_. §—8; _ss;—1
s, +10 T T i ss e+ 1) T oss;+1

wird ein eindeutiges Entsprechen zwischen den Punkten der z y-Ebene und
den Punkten der Kugelfliche X*+ Y*+ Z° =1 vermittelt. Es entspricht da-
her jedem der betrachteten Bereiche T ein gewisser sphirischer Bereich,
welcher das sphéarische Bild desselben genannt werden kann.

Durch die angegebenen Substitutionen wird in Folge der Gleichung

4ds ds, 4ds’ ds',

(ss,+1)2 7 (s's'y+1)2

aX>+dY*+ dz° =

nur die Lage, nicht die Gestalt dieses sphirischen Bildes verandert.

Der Gesammtheit aller gleichzeitigen Substitutionen (s, §),(s,,s,) ent-
spricht unter den beziiglich der Grossen a, a,, b, b, gestellten Bedingungen die
Gesammtheit aller Drehungen der Kugelfliche X*+ ¥Y*+ 2°=1.

Bei Zugrundelegung der im Vorstehenden beziiglich der Function p ge-
machten Annahme ist es daher moglich, von der iber der zy-Ebene ausge-
breiteten Rizmann’schen Fliche, durch welche der Bereich T geometrisch dar-
gestellt wird, zu dem sphirischen Bilde derselben iiberzugehen und die Ergeb-
nisse der im Vorhergehenden angestellten Untersuchungen, insbesondere die
aus dem Werthe der Grosse ¢ zu ziehenden Schlussfolgerungen auf das sphé-
rische Bild zu ibertragen.

Durch Einfihrung der Grdssen s, s, als unabhingiger Variablen erhilt
die particlle Differentialgleichung der Kugelfunctionen n'* Ranges die Gestalt

tﬁXn nn+1) X,
0s 0s, + (1 +s5,)2 =0.

Hicraus folgt, dass jede der partiellen Differentialgleichung,

0%y 29
"05 05, + A +ss)?

geniigende Function eine Kugelfunction ers ten Ranges ist.
Durch Specialisirung der Function G(s) kann man unendlich viele spe-
45
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cielle sphérische Bereiche erhalten, von welchen jeder einzelne so beschaffen
ist, dass eine bestimmte Kugelfunction ersten Rauges fiir diesen Bereich den
im Art. 8 unter IL angegebenen Bedingungen geniigt.

Bei Zugrundelegung der Function p= msm hat die Constante ¢ fir
alle diese Bereiche den Werth 1.

Wenn G(s) =15 gesetzt wird, so ergibt sich UES

12 p2 -2
1+a22 4 y2

Dem Bereiche 4 > 0 entspricht in diesem Falle die Fliche einer Halb-

“kugel.

Nach dem Inhalte des Art. 21 folgt hieraus, dass fiir Jjeden Bereich T,
dessen sphirisches Bild ein Theil einer Halbkugelfliche ist, der Werth der
charakteristischen Constante ¢ kleiner als 1 ist.

Wenn der Werth der unter Zugrundelegung der Function p= 8

fir einen Bereich T sich ergebenden Constante ¢ grosser als 1 ist, so ist es
auf unendlich mannigfaltige Weise moglich, einen Theil T dieses Bereiches so
abzugrenzen, dass das sphérische Bild desselben ein Theil einer Halbkugel-
flache ist, dass also die dem abgegrenzten Bereiche T’ entsprechende charak-
teristische Constante ¢’ kleiner als 1 ist. ‘

Ebenso ist es auf unendlich mannigfaltige Weise moglich, eine von einem
Parameter abhingende, die beiden Bereiche T und T enthaltende Schaar
von Bereichen zu construiren, so dass fir je zwei unendlich benachbarte Be-
reiche dieser Schaar die Voraussetzungen des im vorhergehenden Art. bewie-
senen Lehrsatzes erfillt sind.

Bezeichnet T* einen beliebigen Bereich dieser Schaar und ¢* die diesem

Bereiche in Bezug auf die Function P :(TTzES-W entsprechende Constante,

so folgt, dass die Grosse c* jeden zwischen ¢ und ¢ liegenden Werth an-
nimmt.
Es ist also der Satz bewiesen: Wenn dic bei Zugrundelegung der Function

p= (1+T?8472)2_ fiur einen bestimmten Bereich T sich ergebende charakteristische

Constante ¢ grosser als 1 1st, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise
moglich, von diesem Bereiche einen Theilbereich T* abzugrenzen, fir welchen
die unter Zugrundelegung derselben Function p sich ergebende Constante ¢*
den Werth 1 besitat. : ‘

In Hinblick auf den im Art. 19 bewiesenen Lehrsatz ist somit der Nach-
weis_geliefert, dass die im Art. 8 betrachteten drej Fille die Gesammtheit
aller Fille erschopfen, welche in Bezug auf die Entscheidung der gestellten
Frage eintreten konnen.
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ScHLUSS.

Finige den Grenzfall betreffende Bemerkungen.

23.

Den Bedingungen des Gremzfalles entsprechende Minimalflichenstiicke, fiir welche die
Eigenschaft des Minimums im gewohnlichen Sinne zu bestehen aufhirt.

Verallgemeinerung des von Herrn Lixpenir zuerst untersuchten speciellen Falles.

Wenn fir ein Minimalflichenstiick M der im Art. 8 unter II. angefithrte
Grenzfall eintritt, so kann die Frage aufgeworfen werden, ob, beziehungsweise
in welchem Sinne fiir dieses Flichenstiick unter der Voraussetzung, dass die
Begrenzungslinie desselben unverandert gelassen wird, ein Minimum des Flidchen-
inhalts eintritt.

Zur Beantwortung dieser Frage kann man sich der Gleichung (5.) des
Art. 2 und der Formeln des Art. 7 bedienen.

Unter Wiederaufhebung der Bedingung, dass die Function ¢ auch léngs
der ganzen Begrenzung des Bereiches T nur von Null verschiedene Werthe
annehmen soll, mége in den Formeln des Art. 7 fiir die Function ¢ das den

Bedingungen des erwihnten Grenzfalles gentigende particuldre Integral der

partiellen Differentialgleichung %2% +%1’; + iF giﬂ_ﬁ;)—z—: 0 gesetzt werden. Die

Verinderlichkeit der Grossen £ g werde auf den Bereich T, die Veréinderlich-
keit des Parameters ¢ auf solche Werthe beschrinkt, deren absoluter Betrag
eine gewisse von Null verschiedene positive Grosse ¢ nicht iberschreitet.

Fir jeden hinreichend kleinen Werth der Grosse ¢ stellen unter den an-
gegebenen Voraussetzungen die Gleichungen

¥=x+ ez, y=y+dy, &=2z+ ez,

wenn 2’,9,7 die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes bedeuten, eine
Schaar von Minimalflachenstiicken dar, welche so beschaffen ist, dass fir je
zwei unendlich benachbarte Minimalfidichenstiicke dieser Schaar die im Art. 1
angegebenen Bedingungen erfiillt sind.



R S R S

358 H. A. Scewarz.

Die Gesammtheit derjenigen Tangentialebenen des Minimalfiichenstiickes
M, deren Berithrungspunkte der Randlinie dieses Flichenstiickes angehoren,
umhillt allgemein zu reden eine gewisse abwickelbare geradlinige Fliche,
welche mit & bezeichnet werden moge. Die erzeugenden Geraden dieser
Fliche fallen mit den den Tangenten der Randlinie des Flichenstickes M im
Duriv’schen Sinne conjugirten Tangenten dieses Flichenstickes Zusammern.
Fir jeden Punkt der Randlinie ist die letztere Tangente, mithin auch die durch
diesen Punkt hindurchgehende geradlinige Erzeugende der Fliche &, der
Strecke mit den Coordinaten 0z, dy, dz parallel.

In Folge der Gleichungen

Xdg + Ydy + Zdz =0, Xdoax + Yddy + Zdoz = 0, Xdz+ Ydy+ Zoz=0,

von denen die beiden ersten fur alle Stellen (%) des Bereiches T erfillt
sind, wihrend die dritte nur lings der Begrenzung desselben Geltung hat, ist
die abwickelbare Fliche ® eine einhitllende Fliche der betrachteten Schaar
von Minimalflichen.

Die Gesammtheit aller Punkte der Fliche ®, welche den dem Intervalle
— ¢ <e¢Z ¢ angehorenden Werthen des Parameters ¢ entsprechen, bildet all-
gemein zu reden eine endliche Anzahl gurtelformiger Flichenstreifen I, von
welchen jeder aus einer endlichen Anzahl von Sticken analytischer Flichen
besteht.

Die Gesammtheit der Flichenstreifen I' und die den Werthen e=—¢,
¢=¢ entsprechenden Minimalflichenstiicke der betrachteten Schaar bilden zu-
sammengenommen die vollstindige ' Begrenzung eines ganz im Endlichen lie-
genden Theiles des Raumes, welcher mit R bezeichnet werden moge.

In Folge der Gleichung (5.) des Art. 2 gilt folgender Satz: Jedes zu-
sammenhingende, aus einer endlichen Anzahl von Sticken analytischer Flichen
gebildete Flichenstiick I, dessen vollstindige Begrenzung mit der Begrenzung
des Minimalfiichenstiickes M zusammenfillt, und dessen innere Punkte simmt-
lich dem Innern des Raumes R angehoren, hat grosseren Flicheninhait,
als das Minimalflichenstiick M.

Die Geltung des vorstehenden Satzes erstreckt sich nicht ohne Weiteres
auch auf solche Flichenstiicke, welche zwar aus dem Raume R nicht heraus-
treten, jedoch mit den der Begrenzung desselben angehorenden Theilen der
Fliche @ Flichenstreifen von endlicher Ausdehnung gemeinsam haben.

Bs kann nimlich der Fall eintreten, dass fir ein den Bedingungen des

Grenzfalles geniigendes Minimalflichenstick M der reelle Theil der complexen
L
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(%ép—f lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T dasselbe Vor-
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zeichen besitzt. Wenn diese Bedingung erfillt ist, so liegen alle Theile der
Fliche &, aus denen .die Flichenstreifen T' bestehen, auf derselben Seite
des Minimalfiichenstiickes M und es gibt unendlich viele aus dem Raume R
nicht heraustretende, im Uebrigen den gestellten Bedirigungen geniigende
Flachenstiicke F* deren Flicheninhalt mit dem Flicheninhalte des Minimal-
flichenstiickes M der Grosse nach iibereinstimmt.

Jedes dieser Flichenstiicke F* besteht aus einem Minimalfiichenstiicke M*
der betrachteten Schaar und einer endlichen Anzahl girtelformiger Flichen-
streifen I'*, welche Theile der Begrenzungsfliche des Raumes R sind, und
durch welche die Begrenzungslinie des Minimalflichenstiickes M* mit der Be-
grenzungslinie - des Minimalflichenstickes M in Verbindung gebracht wird.
Hierbei hat der zu dem Minimalflichensticke M* gehorende Werth & des
Parameters ¢ dasselbe Vorzeichen, wie der reelle Theil der complexen Grosse

1 (9
5o o |

Da die mittlere Krimmung der die Flachenstreifen I'* bildenden Flachen-
stiicke einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist es moglich, durch
solche Variationen dieser Flachenstiicke, welche die Begrenzung derselben un-
verindert lassen, den Flicheninhalt derselben zu verkleinern. In dem be-
trachteten Talle gibt es also unendlich viele, zusammenhingende, dem Minimal-
flachensticke M unendlich benachbarte, von derselben Randlinie begrenzte
‘Flachenstiicke, welche kleineren Flicheninhalt besitzen als das Minimal-
flichenstiick M.

Die beste Veranschaulichung der vorstehenden Betrachtungen gewihrt der
von Herrn Liwpenor in seinem Lehrbuche der Variationsrechnung *) behan-
delte und durch Figuren erliuterte specielle Fall eines von zwei Parallelkreisen
begrenzten zweifach zusammenhingenden Theiles eines Catenoids.

Dieser mit den Hiulfsmitteln der Variationsrechnung zuerst von Herrn
LixpeLor untersuchte classische specielle Fall entspricht, wenn mit C eine
reelle Constante bezeichnet wird, den Annahmen

(s) :_—g;, G (s) = s(log s + C).

Der Bereich T ist in diesem Falle ein zweifach zusammenhingendes von
zwei concentrischen Kreisen begrenztes Ringgebiet; die Flache & wird von

)2 lings der Begrenzung des Bereiches T.

*) Lecons de calenl des variations, par L. Lixprrér, Paris 1861, p. 204—214, Vergl auch die
Abhandlung: Sur les limites entre lesquelles le caténoide est une surface minima. Par L. LiNDELOF.
Acta Societatis Scientiarum Fennicae, tomus 1X., Helsingfors 1871 (Mathematische Annalen, Band 1I,
Seite 160.)

.l
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den Mantelflichen zweier Rotationskegel gebildet, deren Mittelpunkte und deren
Axen zusammenfallen.

Es bietet keine Schwierigkeit, fur passend gewahlte Theile solcher Mini-
malflichen, welche von einer Schaar von Kegelflichen zweiten Grades ein-
gehillt werden *), eine analoge Untersuchung durchzufithren. An die Stelle
der beiden Rotationskegel treten hierbei zwei Kegel zweiten Grades, welche
eine gemeinschaftliche Hauptebene besitzen und von denselbén beiden Schaa-

#ren paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten werden.

24.

Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Minimalflichenstiicke, fiir welche
die Eigenschaft des Minimums uneingeschriinkt bestehen bleibt.

Einem Minimalflichensticke M, welches der im Art. 8 unter II. ange-
gebenen Bedingung geniigt, kann dessenungeachtet die Higenschaft zukommen,
kleineren Flacheninhalt zu besitzen, als alle anderen Flachenstiicke, deren
vollstindige Begrenzung mit der Begrenzung {ieses Minimalflichenstickes iiber-
einstimmt.

Es wird hierbei als selbstverstindlich betrachtet, dass mit dem Minimal-
flichenstiicke M nur solche Flichenstiicke verglichen werden, welche ohne Auf-
hebung des Zusammenhanges ihrer Theile und bei ungeéndert gelassener Be-
grenzung durch continuirliche Varlatlonen in das Minimalflichenstick M iiber-
gefithrt werden konnen.

Beispiele solcher Minimalflichenstiicke, welchen in dem angegebenen Sinne
ein Minimum des Flicheninhalts zukommt, ergeben sich, wenn unter der Vor-
aussetzung, dass 2 eine positive constante Grosse bezeichmet, welche kleiner

als 1 ist,
| F6) =35> G8)=s(H+s577)

gesetzt wird. **)
Durch diese Angaben wird fiir jeden Werth der Constante X ein einfach

zusammenhiingendes Flichenstiick, ein von zwei geraden Strecken und von zwei
Schraubenlinien begrenzter Theil einer Schraubenfliche der Gestalt nach be-
stimmt, fir welchen bei unverindert gelassener Begrenzung die zweite Va-

¥) Vergl. den im 80:ten Bande des Journals fir reine und angewandte Mathematik abge-

druckten diese Flichen behandelnden Aufsatz des Verfassers.
#*) Vergl. die im Art. 6 angefiihrte Abhandlung des Verfassers, Monatsberichte der Berliner

Akademie vom Jahre 1872; Seite 730.
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riation des Flacheninhalts zwar den Werth Null, aber nicht negati\fe Werthe
annehmen kann. .

Jeder der vier Theile, aus denen die Begrenzung eines solchen Minimal-
flachenstickes besteht, ist eine Asymptotenlinie desselben. Die Fliche @ be-
steht aus zwel singulédren Geraden und zwei abwickelbaren Schraubenflichen,
deren Riickkehrkanten die der Begrenzung des Minimalflachenstiickes angeho-
renden Schraubenlinien sind.

Die vorstehende Abhandlung hat withrend eines Ferienaufenthaltes des
Verfassers in dem gastlichen Finnland die Form erhalten, in welcher dieselbe
vorliegt. '

Der finnlindischen. Gesellschaft der Wissenschaften spreche ich fir die
Auszeichnung, welche sie dieser Arbeit durch Aufnahme derselben in ihre
Acta hat zu Theil werden lassen, den gebithrenden Dank aus.
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